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Jr Ho Tus aer cis АИВ ALES B 
指标 定理 。 全 书 有 8 3, 1 %ЛМЕЛИЫ Т ЖЕШ М 
流 形 上 的 热 方程 与 椭 加 方程 的 基本 理论 、 示 性 类 的 陈 - 书 
依 《下 el) 理论 以 及 超 代数 论 。 然 后 将 它们 用 来 阐述 与 严 
格 证 明 局 部 指标 定理 。 

本 书 可 作为 数学 专业 研究 生 的 教材 ， 也 可 供 数学 物 
理工 作者 参考 。 
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Yu Yanlin 


Abstract 


"The main purpose of this book is io provide a self- 
contained, complete and rigorious representation of the local 
version of ihe Atiyah-Singer index theorem, It contains 
proofs of the 10081 index +heorems for de Rham-Hodge 
operators, Signature operatore, Dirae operators by using ihe 
heat equation method. They are up io standard of ihe pure 
Mathematics. A method of а Ohern root algorithm is 
introduced ав well, which is simpler than and ag efficient as 
methods given by other ideas, 
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从 60 年 代 起 , 由 华罗庚 教授 任 主编 的 < 现代 数学 从 书 > 编 辑 委 
员 会 曾 组 织 编 警 ， 并 由 我 社 出 版 了 多 部 具有 很 高 水 平 的 数学 学 术 
专车, 有 几 部 专著 并 已 在 国外 出 了 外 文 版 , 受到 国内 外 数学 界 和 广 
大 读者 的 高 度 午 祝 , 获得 了 很 高 的 评价 ， 原 编 委 会 中 华罗庚 . 关 尝 
直 、 吴 新 谋 三 位 教授 昌 已 先后 逝世 , 但 他 们 为 本 < 丛书 ?所 作出 的 贡 
献 饮 今 仍 为 人 们 所 敬仰 怀念， 由 于 某 些 客观 原因 ，“* 现 代数 学 从 
书 ?的 出 版 工作 曾 一 度 停顿 . 

为 了 适应 现代 数学 的 迅速 发 展 ， 更 好 地 反映 我 国 数学 家 近 几 
年 的 优秀 研究 成 果 ， 必 须 大力 加 强 < 钢 代 数学 丛书 > 的 规划 、 编 辑 、 
出 版 工作 ， 充 实 编 委 会 的 力量 ， 考 虑 到 不 少 编 委 年 事 已 离 ， 经 向 
原 编 委 会 中 大 部 分 同志 及 数学 界 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ， 于 
1990 年 对 编 委 会 作 了 调整 补充 了 一 些 著名 的 中 年 数学 家 和 学 科 
PLA 建立 了 新 的 编 委 会 , 并 进一步 明确 了 本 从 书 的 宗 引 . 

4 现代 数学 丛书 > 新 的 编辑 委员 会 由 苏 步 青 教授 任 名 誉 主 编 、 
谷 超 豪 教授 任 主编 ，18 位 著名 数学 家 任 委员 编 委 会 负责 推荐 
(或 审定 ) 选 题 和 作者 , 主持 书稿 的 审核 等 工作 . 

< 现代 数学 从 书 > 的 宗旨 是 ; 向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 、 对 
学 科 发 展 方向 有 引导 作用 的 、 国 内 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
映 我 国 数学 研究 的 特色 和 优势 , 扩大 我 国 数 学 研究 成 果 的 影响 , JE 
进 学 科 的 发 展 和 国内 外 的 学 术 交 流 . 

AT SOR ЖЕ, 本 从 书 将 陆续 组 织 出 版 在 基础 数学 .应 用 
数学 和 计算 数学 方面 处 于 学 科 发 展 前 沿 、 有 创见 且 具 有 系统 完整 
研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专著 ， 


2 I 出 版 说 明 


为 出 版 好 < 现代 数学 丛书 ?， 我 们 热切 地 期 望 着 数学 界 各 位 专 
家 的 大 力 支持 和 悉心 指导 ， 并 欢迎 广大 读者 提出 宝 资 的 建议 和 党 
A. 


上 海 科学 技术 出 版 社 


即使 出 不 了 文章 , 也 要 搞 Atiyah-Singer 指标 定理 ， 
一 一 陈省身 


这 本 书 的 前 身 是 1986 年 南开 数学 所 几何 年 活动 中 的 一 份 讲 
X. 1992 年 被 烈 为 全 国 数学 研究 生 著 期 教学 中 心 的 教材 , 在 这 份 
讲义 的 基础 上 , 我 们 补充 了 流 形 上 热 方程 理论 ， 陈 - 韦 恢 ( Wei) 示 
性 式 论 ， 以 及 一 些 技术 性 的 改进 ， 终 于 成 了 现在 这 本 书 . 在 成 书 
的 过 程 中 ， 我 们 力图 保持 使 大 学 高 年 级 学 生 及 研究 生 感到 可 读 的 
水 平 ， 因 而 补充 了 一 些 未 见 诸 文献 的 计算 和 论证 细节 ， 没 料 到 这 
人 么 一 来 竟 花 了 长 长 的 8 个 年 头 ， 在 这 8 年 里 真有 不 少 感慨 ， 主 要 
有 两 个 方面 :一 是 不 想 说 的 ; 另 一 却 是 极 想 借 此 机 会 有 所 表示 的 . 

AWiyah-Singer 指标 定理 是 数学 宝库 中 一 颗 丙 璨 的 明珠 对 
它 的 高 度 评 价 及 赞美 早已 路 人 皆 知 了 ， 后 来 在 这 个 领域 中 又 出 现 
了 大 量 极 有 价值 的 成 果 ， 尤 其 在 物理 学 的 想法 介入 之 后 ， 更 显 生 
机 . 不 过 在 后 来 的 这 个 大 汗 中 , 似乎 出 现 了 一 丝 执 描 , 使 得 用 古典 
的 数学 标准 来 评判 成 了 难于 启齿 的 事 了 . “各 自 为 政之 事 也 时 有 
发 生 ， 这 种 现象 对 于 孤立 在 外 的 我 来 说 ， 自 是 难于 说 个 明白 ， 这 
便 是 前 面 提 到 的 不 想 多 说 的 感 福 ， 现 在 粮 略 地 谈 谈 本 书 的 内 A, 
供 阅 读 时 参考 。 本 书 的 第 1 ANR TE Лаа КОЗЕ m ЖП Н, 
侧重 介绍 活动 标 架 法 ， 以 为 本 书后 面 的 具体 计算 做 准 备 ， 这 一 章 
中 还 顺便 指出 活动 标 架 法 与 主 从 的 联络 论 的 关系 ， 项 望 使 一 些 读 
省 在 读 其 他 的 数学 文献 时 ， 过 到 主 从 联络 的 概念 而 不 致 发 嵌 ， 第 
2 章 和 第 4 章 介绍 热 方程 与 椭圆 方程 的 一 般 理论 ， 以 热 方程 方法 
处 理 燃 图 方程 论 ， 在 这 套 理论 中 依次 出 现 了 三 个 技术 性 难点 ， 它 
们 是 : CO 热 方程 的 anchy 问题 的 解 的 存在 性 (第 2 章 §2.3) 


2 mou 


(2) Hodge 定理 (第 2 3€ 8 2.4), (3) 热 方程 的 基本 解 的 渐 近 展开 
(第 4 间 84.8)， 为 了 处 理 上 面 提 到 的 三 个 难点 ， 人 们 引入 了 一 
些 重 要 的 概念 ， 例 如 基本 解 ( 第 2 间 $2.1)、Levi 算 法 (第 2 章 
$2.1) 和 MP 拟 基 本 解 (第 4 章 §4.1) 等 . 此 外 为 使 推理 中 的 逻辑 
关系 简明 ， 我 们 在 第 2 章 8$ 23.2 中 引入 “ 初 解 “的 概念 . 这 是 一 个 
权宜 之 计 的 概念 , 怕 是 难 登 大 雅之 堂 , 第 3 章 介 绍 陈 - 韦 依 CWeil) 
理论 。 这 是 拓扑 示 性 类 中 的 一 个 重要 篇 章 ， 在 微分 几何 学 中 ， 为 
数 众多 的 涉及 整体 与 局 部 关系 的 探讨 , 是 常常 经 过 这 道 关口 的 , 在 
这 一 章 8 3.8 中 引入 的 陈 根 算法 是 在 微分 几何 这 一 层次 上 的 , Bí 
不 是 通常 拓扑 学 中 同调 论 那 一 层次 上 的 ， 引 入 的 目的 是 想 使 心急 
的 读者 在 说 第 6 音 $ 6.1 的 讨论 之 后 , 便 能 对 局 部 指标 定理 的 证 
明 有 -- 个 大 体 的 了 解 ， 第 5 章 介 绍 Qlifora 代数 与 超 代 数 . 前 者 
是 经 典 的 ， 只 是 定理 5.1.8 的 证 明 也 许 比 传统 的 简单 一 些 ， 在 超 
代数 的 介绍 中 , 我 们 希望 通过 命题 5.2.9 与 命题 5.2,12 反映 超 代 
数 这 一 观念 的 妙 处 , 第 6.7 章 介绍 刀 个 柚 圆 算 子 的 局 部 指标 定理 ， 
特别 仔细 地 讨论 了 Signature 算 子 的 情形 ， 第 8 章 引 进 Atiyah- 
Ringer 算 子 的 概念 , 它 是 几何 中 出 现 的 一 阶 椭圆 算 子 的 统一 描写 ， 
当 联 络 取 定之 后 , 这 种 算 子 相当 于 一 种 超 G-Oliford $t, 

最 后 , 要 谈 一 谈 前 面 提 的 “ 极 想 有 所 表示 的 感慨 *: 就 是 要 感谢 
下 列 数学 界 前 辈 、 同 行 和 健 友 ， 他 们 在 本 书 的 写作 中 给 予 了 极 大 
的 帮助 . 

在 这 篇 前 言 开始 的 一 名 话 , 是 在 1985 年 夏天 ， 陈省身 先生 在 
Ж 1986 年 南开 数学 所 几何 年 时 讲 的 。 它 体现 了 一 种 期 待 . 一 份 
“ 偏 祖 ”、 一 项 号 召 ， 那 名 话 对 我 的 文章 [28] 的 完成 起 了 决定 性 的 
影响 ， 以 致 在 纪念 中 国 数学 会 成 立 БО 周年 时 ， 拿 到 大 会 上 ， 那 篇 
文章 也 就 是 后 来 几何 年 讲义 的 主要 部 分 , 

伍 鸿 千 先生 是 我 的 良师益友 , 我 们 长 时 期 就 微分 儿 何 、 指 标定 
理 交 换 着 看 法 ， 在 写本 书 时 ， 我 的 一 些 模糊 认识 常常 得 到 他 的 指 
点 


我 曾 有 幸 先后 从 学 于 江 泽 涵 .麻山 涛 、 姜 介 驹 . 吴 光 舌 、 吴 文俊 


前 = 3 
等 名 位 先生 。 他 们 的 正派 学 风 、 严 谨 的 治学 态度 , ERRE RER 
难 想象 的 ， 这 本 书 的 写作 如 能 体现 出 他 们 的 教化 所 致 ， 我 将 是 非 
常 高 兴 的 . 

陆 启 作 先 生 在 本 书写 作 的 最 后 阶 眉 ， 对 我 大 力 拱 助 ， 使 我 难 
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我 的 许多 阴 友 , MAAE ЖОЙ FERR AE БЗР Blois 
Ax АИЙ ШЫ ЧЕ ЮЖ, GERRAREN IE T ЖЛ 
BR. 为 此 特 向 以 上 各 位 深 表 谢意 . 

本 书 在 撰写 过 程 中 得 到 数学 天 元 基金 的 资助 , 在 此 表示 感谢 . 


TA 
1995 年 3 上 月 
于 中 国 科学 院 数学 研究 所 
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一 、 微 分 式 ( 见 §1.2) 
配对 关系 
В: JOD Xx [TTM) x x (TM) 
外 
—# (M), (о, Xi, , Xyt»o(Xi, e, Ху) 
(1) (Ху, e, ХУРАЛ o, Xi, XV VR (M) 
线性 的 . 
GB) 2o C ACAD, o C (M); X, X. € T(TM), 
Mi 
Gm Ao) Cs, n X sd 
Mur Жш, +, Ea) 
X Go CX spen, it Харар). 
特别 地 ,对 Л, …, AES (М), Ж 
Xifı Xf 
Сар) А A (df) (Fy, X 1 i 


д = хуу, 
ан) # oC A (M), RI 
(o) cs, Xo) =B ME; o OG s X) 
HICH, XJ, 
X,, en $, 15, Xy). 


а ЕЕЕ 
=. Riemann 几何 
1. 不 变 观 点 ( 见 $1.1) 
(D) ЖЖМ 上 的 联络 
V: rTM) TM SITTM), (X, Y)oOViY, 
满足 (i ) Vz 了 XFX E F NRE H 
(ч) VzY XTY RAPHE, 
(2) Levi-Civita 联络 = 联络 十 下 列 条 件 Ga) 和 (iv): 
n) ХР, W> Са, Wt Py, vil 
Gv) VzY -VvyX -[X, Y]. 
(3) 曲率 R(X, Y), Г(ТМу>Г(ТМ), 
R(X, Y)-VaVy — VyVx — Усул, 
(4) Bianchi 等 式 
(1) R(X, Y)Z+ R(Z, X)Y+ (Y, Z) X =0. ' 
GI (ViRXY, Z, W) - (V; R)GE, Y, W) 
T(VRYZ, X, W)-0, 
2， 么 正 标 架 法 ( 见 $1.2) 
JU, --, Е.) BARAER, Е, Еу дц," 
Val =o (XE, 
AX, YMO, Y)E, Boa =a, Ej). 
(1) Levi-Oivita 联络 的 关系 式 ， 
| 
G4 он. 
(2 曲率 式 ， 
Qy coy Gy NOx, 
3. EA EBÓECLS 1.3) 


P REAMF(DR P 的 局 部 截面 集合 . 
(D 联络 是 {woloE MFCP)} 满足 


Ora mi a gg dg, 


# g 2: Жж 3 
(2) 曲率 
Q, -doo+ 寺 [oo ol. 


(2) Bianchi(IT) 
dQ, = [Q,, 0]. 
4， 向 量 欠 上 的 联络 论 ( 见 § 1.4) 
(D BU D: (TM) x IF(E)ST (E), (X, #)юух, їй 


(i) DW 5j X JR FODRER 

Gi) DW 对 W RAHE, 

(2) EE 

Уло, f) = (e, X fto (X). 

5. 协 变 导数 及 Lapiace-Beltrami H F(A. $ 1.5) 

二 次 协 变 导 数 D(X, Y)—DiDs-D.y: D(E)-T (RE), 

高 次 协 变 导数 

DQU, c, Xs = DiDs, io, Хам) 
—D(Vx Xo Xi 5, Xan) 
cn-DOG, e, Fn, У.Х). 


Lapiace-Beltrami 算 子 A= D(E, Ej), 


三 、 法 坐标 系 ( 见 $I.7) 
1. RS …， 的) 是 法 坐标 系 , 则 
к= ga(y) ys, Vi, 
2. Win, g} 是 以 OO b ERES, (s +, Е) 


ZEE, (ЕТЕ ЕН О 点 的 测 地 线 是 平和 的 , ЕНЕ О AU 
же Ds s rl, ss e) US, s ES 
对 偶 标 架 场 , ou 满足 


Va B =Z wu Ex) E, 


4 I ШАХА 


x^ Ha (>, Ны=оы (э. 


则 
(1) Wozu 


(3) ZigHgi-0, На — Ha; 

n) e -多 SH os Hae HosH is); 

v) на gH gs, 

3. Humu tE у) asy 
Hal X Boys, 
Ap — (n1 d log VE), 


其 中 G— (det(H4)?, p be un 


m. MP REER S 4.1) 
窒 曼 流 形 上 的 MP SOCIUS. 


H.G, y, = SU, y: Bon, 


um 
ЖАР oC E,, U*(£, y)vm VC (y), 满足 ， 
(ve ++-@# шогу) ——-4%Ч-Э(уу, 


dry), 
reg) v, 


五 、 示 性 式 及 陈 报 代 换 
1. ARRARAS 3.1, 8 3.8) 
(1) Ponirjegin WHER ту, га, …, W RR. 


du AAT 
ao (A142) teat engine, 
2m 


(2) Ив ш, …, m REESE. 
ш 
О.а 


0 
a € ) -u o. 
d Qaia tt Da, 0 ш 
一 0 
заа" 


2. N 维 复 向 量 从 ( 见 § 3.1, $8.4) 
(DD ERER rf, r$, ++, nS 满足 


aar d 2) ASHEA ees pa. 


(2) ВВА, …, Ar 满足 形式 等 式 ; 
e no) 


x01 : H 
Оха c Dy 0 Ax 


sf mds ed 
他 -加 io 


3. 中 阶 定向 实 向 量具 ( 见 S 3.1) 
O воле руд 

#f= (25) p0) 

gua ts °=, hs Ao Айылы, 


- Z = 


[T 


(D) йш, e, wi 满足 形式 等 式 ， 


1 


Эз 


Qa 


Qua 


Qiu 


Qaa) 


Pf =t tn, 


EHARA 
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黎 曼 几何 的 准备 知识 


本 韦 假定 读者 学 过 大 学 的 微分 几何 (了 * 中 的 曲线 和 曲面 理 
论 ) 以 及 对 曲面 论 的 么 正 标 架 处 理 法 ， 对 微分 流 形 及 其 上 的 切 向 
量 、 微 分 式 等 概念 有 初步 的 认识 (例如 可 参阅 文献 [27] 和 [中 的 
第 一 ,二 .三 章 ). 


$1.1. 笋 曼 几 何 的 基本 概念 


1827 年 高 斯 证 明了 一 个 极为 著名 的 定理 一 -绝妙 的 定理 
(Egregium theorem)，1854 年 黎 曼 在 他 的 就 职 演说 中 提出 了 黎 
曼 几 何 学 的 构想 ， 这 是 微分 几何 学 在 诞生 过 程 中 的 两 件 大 事 ， 其 
核心 可 以 说 成 是 从 第 一 基本 形式 出 发 推导 出 曲率 的 整个 过 程 ， 这 
一 过 程 实际 上 是 算 常 复杂 的 , 以 致 在 黎 曼 身后 , 不 少 著名 的 几何 学 
家 人 忙 了 半 个 多 进 纪 才 算 真正 秀清 楚 ， 在 乔 清 这 一 过 程 期 间 还 产生 
了 一 个 联络 的 概念 ， 这 是 一 个 新 的 重要 的 发 现 ， 和 如果 用 精确 的 语 
言 来 说 ， 上 面谈 到 的 整个 事件 包含 了 对 黎 曼 度量 ,联络 .曲率 的 定 
X, 以 及 一 个 由 黎 曼 度量 算出 联络 再 进而 算出 曲率 的 算法 等 等 .在 
这 一 节 中 , 我 们 对 此 作 一 简单 介绍 . 

从 现在 开始 , 我 们 作 一 个 约定 ， 几 在 以 后 讲 到 的 流 形 , 皆 是 紧 
KEA O (光滑 ) 的 . 设 收 是 nw 维 流 形 ,及 上 的 一 个 黎 曼 度量 yg 是 
一 个 O “指定 ”， 即 对 于 M 的 每 一 个 切 向 量 空间 MCA TM, Xx 
里 w€ M), 指定 用。 中 一 个 向 量 内 积 

9, ): Mex M,OR, 
有 时 沁 gC, JHL, Jo, ERW MEE О” B9", 是 表示 ， XEM. 
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ЖИЕ A ИЛӘ (а, n, а), WE 
оба) se (C. r. > 
则 这 些 gyo) ЖЕ (ан, ^, а„) О” Bü, 对 于 M 中 的 任意 向 
EB X Y, EXM EBDI—AEÉEgOX, 了) 如 下 : 
gx, Y)(e) = go Xu Yo). 
Жип 002, Y) (X, YO. ЯЯ. 流 形 上 总 是 存在 黎 曼 度量 
的 . 
A TM jk MEA, MTM- M. МСА 


ЖАТИ КЫ. SHE TAE 的 截面 的 集合 记 作 ГОТМ), 

定义 1.1.1 4M 是 一 个 流 形 ，M 上 的 一 个 联络 Y 是 一 个 
映射 

у:Г(ТМух Г(ТМу)у>Г(ТМ):(Х, Y) Ovi, 
它 满足 下 列 条 件 : 

(1) Vif KFAR Хх EF (IRER. REH, HPE 
BA W, Xu. XET) 和 型 上 的 任意 函数 fO SEF M) 
有 

Ух =Vx,W+ VuW, 
VaW —fViW, 
(3) Va(Wi+ Wa) - УИ Уух, 
Vz(fW) -CE fW f VW. 

定义 1.1.% Ü M 是 黎 曼 流 形 ， 歼 上 的 一 个 联络 Y 称 为 是 
Levi- Civita 联结, 如 果 它 还 满足 

Gii) XQWi, WD СУХИ, Wot Wy, УЙ; 

Qv) VzY —VyX -[X, Y]. 

ЖХ, Ү] НЫ X 5 Y 的 李 括 号 . 

定理 1.1.3(Levi-Civita 联络 基本 定理 )  XPT HOD M FE 
ЛЕВ Н g, 总 存在 唯一 的 一 个 Levi-Oivita 联络 . 

证 明 依次 重复 使 用 上 述 定义 并 .1.2 (Ш), Gv), GH), 
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(17), (Hi), Gv) SEXT ух, Z) E, 得 到 
VY, Doe XP, 0-00, у, 
ХУ, 2»-QY,[X, ZD-QY, „ХУ 
=X, J-Y, B, Z) 
-ZX , XvkGuE, ХУ 
„ху, DL, 1х, Zb-ZY, X> 
+4, Y), X)+Y<Z, X» - 4, ХУ 
—‹#, IY, Xp- 42, уз), 
整理 后 得 
Gu, Рэ 5-0, Y, ярых у, 2> 
+<Y, [2, X] Y4Z, X> 
+€, (Z, Y»- za. P}. 
-利用 上 式 并 作 一 点 简单 的 说 明 即 可 知 定理 成 立 N 
定义 1.1.4 d v JE M E — 48 B S$ CR б J& Levi-Civita 
联络 ), A WEM 
RTT) XP(TM) xI OM) TM), 
(Z, Y, Z)oR(X, Y)Z 
由 下 式 确定 
R(X,Y)Z 2 (Vivr— VyVx— Viv), 
ИШ ЕВГ RC, OX AC, OBS RE V АФ, 
3E 15 试 证 上 述 定义 中 的 ВОХ, Y)Z HENX, Y, 
зва (М). 
1.146 看 了 上 述 的 定义 1.1.1 至 定义 1.1.4 之 后 ， 一 定 
会 感到 : 除去 在 定理 工 .1.8 的 证 明 中 需 费 点 力气 之 外 ,其余 的 只 是 
给 出 黎 曼 度量. 联络、 曲率 的 定义 而 已 难道 当年 的 几何 学 大 师 高 
斯 . 黎 曼 及 他 们 的 后 继 者 们 花 大 力气 作 的 况 是 这 么 一 点 点 四 ?表面 
上 者 , 情形 似乎 如 此 ， 但 如 果 把 这 些 定义 与 算法 的 由 来 写 下 来 , 把 
根据 上 述 定义 演化 出 来 的 一 些 几何 算法 写 下 来 ， 那 就 会 感到 非 几 
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何 学 大 师 是 不 足 当 此 重任 的 ， 具 体 一 点 来 讲 ， 例 如 有 一 个 难点 我 
们 就 没有 写 出 来 , 那 就 是 ， 由 上 而 一 串 复杂 手续 定义 出 来 的 曲 宣 , 
事实 上 能 表现 М 在 高 维 欧 氏 空间 放 喷 时 前 基 种 弯曲 程度 . X IE AE 
Egregium 定理 的 要 点 . 论证 这 个 难点 (或 要 点 ) 的 技巧 是 一 个 “可 
积 条 件 的 求法 ”在 这 一 革 末 证 明 Bianchi 等 式 时 ， 用 的 就 是 这 
个 “可 积 性 条 件 的 求法 ”但 很 遗 女 ,我 们 不 能 在 此 说 透 这 个 “可 积 
性 条 件 的 求法 ”， 希望 读 老 在 证 明 Bianchi 等 式 时 去 体会 ， 在 以 
后 的 活动 水 架 法 中 ， 这 个 “求法 ”化 为 微分 式 的 计算 ， 那 时 体会 起 
来 就 容易 了 . 

注 1.1.7 联络 的 概念 是 高 斯 、 举 曼 身 后 的 一 些 数学 家 们 发 
现 的 。 又 经 过 多 年 的 演化 之 后 ， 这 个 概念 变 得 非常 重要 了 ， 它 在 
几何 学 中 的 作用 可 以 从 三 个 方面 级 述 ，(1) 它 是 从 黎 曼 度量 竺 出 
星 率 这 一 过 程 中 的 一 个 中 间 站 ， 正 像 平 而 几何 学 中 的 一 条 “ 神 怒 
的 "辅助 线 一 样 , 它 的 出 现 使 计算 曲率 的 过 程 变 得 清晰 易 慌 . DE 
具有 "平移 "的 几何 意义 ， 使 得 能 够 类 比 欧 氏 几何 学 而 引出 协 变 导 
数 的 概念 , 从 看 开辟 了 流 形 ( 不 一 定 是 欧 氏 空间 六 >) 上 的 分 析 学 . 
《3) 某 种 类 型 的 联络 构成 一 种 集合 ， 它 引导 出 的 商 空间 称 为 模 空 
间 ， 这 种 模 空 间 为 几何 学 提供 了 难得 的 空间 实例 . 人 们 对 这 种 “ 珍 
奇 " 空 间 的 认识 大 大 推进 了 低 维 拓扑 学 的 发 展 . 

现在 我 们 介绍 Bianchi 等 式 ， 为 此 先 定 义 曲 率 的 协 变 导数 的 
概念 , ХЄГОГМ). ж 

®Г(ФМух Г(ТМух Г(ТМу>Г(тМ): 

(Y, 2, WRY, Z, W) 
WX 方 身 的 协 变 导数 是 一 个 映射 ， 
УХЕ:ГОРМ) x TPM) x TPM) ST (TM): (Y, Z, W) 
PY, Z, W), 


满足 下 列 等 式 ， 
(ух) (У, 2, W)=VzR(Y, Z, W) - R(vxY , Z, W) 
—R(Y, vxZ, W) - CY, Z, VW), 
BER(VIB)Y, Z, W) AFER X, Y, Z, W E 


$1.1 UB ППЕК +: п 


FARER. 
定理 1.1.8 db M RAEHNUE, VÆ Levi-Civita 联络 , Ш 
HERH X, Y, Z, WET(TM) 有 下 列 等 式 成 立 ; 
(i) (Bianchi I) 
R(X, Y)Z-R(Z, X)Y - A(Y, Z)X =0, 
(Gi) (Bianchi П) 
(УхВ)(У, Z, W) c (ve3O (X, Y, W) 
+(VrR)(Z, X, W)=0. 
证 明 由 于 
Ux, tr, 2]]=Vx[Y, Z] - Ven X 
—VaVyZ —VxVzY У.Х, 
U, [X, Y]] - VAVaY — VsVyX у, 
ГУ, (Z, X1] -VyV;X — ViVxZ -Ve ny. 
所 以 
Ux, [Y, Z]]+[(Z, EX, Y]] +[Y, (Z, X]] 
-R(X, Y)Z-R(Z, X)Y - (Y, Z) X, 
由 李 括 号 的 Jacobi 恒等式 , 即 得 (i) 中 Bianchi 第 一 等 式 成 立 . 由 
于 
(УхВ)(Ү, Z, W)=vx(R(Y, Z, W))—R(VxzY, Z, W) 
—R(Y, ViZ, W)—R(Y, Z, VW) 
=V Ууу: —VxVzVYW — VxVw,zW 
Z Vs VW УУ Й У розу aW. 
—WVyVs,zW + V og VyW + Vey s W 
—VyVzVzW +V ;VyV xW 
+, iW, 
HES 
a(X,Y, Z, W) -VxVsVIW — Vx VzVyW. 
SVV Va W+ VIN VW, 
B(X, Y, 2, W) - C VxVe, W + VxVoW. 
А 
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YX, Y, Z, №) = - Ven VsW А-У, VW 
TVsuVxW Уу, 
(X, У, Z, W) = Vivar, W — Vez, W. 
则 
(Vz=B)XY, Z, W)=a(X, Y, Z, W)2-B(X, Y, Z, W) 
+(X, Y, Z, W) 
+8(X, Y, Z, W). 
容易 验证 
a(X, Y, Z, W)+a(Z, X, Y, W)+a(Y, Z, X, W) 
=0, 
ВОХ, Y, Z, W)-8(Z, X, Y, W) -B(Y, Z, X, W) 
=0, 
YX, Y, Z, W)+ (Z, X, Y, W)--*(Y, Z, X, W) 
=0. 
ux 
X, Y, Z, W) -(Z, X, Y, W)--X(Y, Z, X, W) 
= Vux zuz, xiva zy, 


因此 利用 Jacobi 等 式 , 便 得 Bianchi II 的 证 明 ， 定 理 证 毕 . di 


$1.2 么 正 标 架 法 


上 节 在 给 出 察 曙 几何 的 概念 与 计算 时 是 用 了 一 种 不 变现 点 米 
陈述 的 。 这 里“ 不 变 ” 两 字 的 意 轧 是 指 在 陈述 中 不 借助 局 部 华 
或 其 他 计算 参照 系 ， 因 而 计算 公式 等 不 因 加 入 参照 系 后 而 有 店 放 
变 ， 这 一 节 我 们 介绍 一 种 借助 么 正 标 架 来 先行 计算 的 方法 ， 同 一 
个 几何 量 会 因为 选取 不 同 的 么 正 标 架 场 而 有 不 同 的 表现 值 ， 因 此 
这 和 不 变 跑 点 丛 丛 相反 。 

Ж М Rs EB UE. 定义 在 M 的 一 个 开 集 U 上 的 标 架 场 
UL, c, E.) 称 为 是 么 正 的 , ШЖ 

<E, Ерб, Ví, ј=1, =, n, 


$1.2 £ Ed 18 
1, MẸ iej 
х= Pm 
RH EJE U Likgo 4 AGEBGRSS UA, e, EQ, 于 是 可 
以 将 几何 量 g, V, RG ), VR 可 表现 为 0 上 的 函数 集合 ， 
9:= Е, E) 9E, Ep, 
Tt = Va E; Eo, 
Ra – <В(Е, E)E, E>, 
Rua m 7 (Va BR) (E, E, Б), Ep. 

命题 1.2.1 EMISENX, VÆ Levi-Civita ki, R 
ESRISAXQGNL FEM 上 取 定 么 正 标 架 场 , 则 有 

(1) go 一 5 

(и) Tí = 308-0101), 

其 中 O$ 由 下 式 确定 ， 
ГЕ, Ej =F hEn 
Gii) Bos ED B TuE TRU 
FELAD at E ОГ 
(iv) Rua Ea 21 Baa Rea [i 
TER Ti 5 ВГ 

(v) Bat Rua Ва 0, 

(D). Raat Ra Bia =0. 

证 明 因为 UA, oo, EJ EAE EUR, KORY, 在 定理 
1.1.8 HEHH X = E, Y= E, Z= E, EAA). HRE 
A114 88 Ras 的 定义 可 直接 算出 (iii)。、 Gv) 也 由 定义 直接 导 
出 。 (Y) 与 (vi) 是 定理 1.1.8 中 的 Bianchi I5 Bianchi II ЕЕ 
MWB X. Y. Z W 时 的 情形 . Ë 

命题 1.2.3 假设 同 前 , 则 

(vil) P2 Tk, Риа= — Ban, Bea — Bona 
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(vii) Bim= — Вны, Rana — Виш, 

(іх) Bau Huy, Rua, = Binse. 

证 明 由 命题 1.2.1 BG) Sg Gi n SES, O, = - 05, 6: 189] 
(iD, ШЕ RAX, У) = -R(Y, ХУ {ШЕ (vH, (1х) 
证 明 如 下 : 由 

Baa — Вил — Ea Bug Run 
=(— Riy Rua) + C7 Ri — Bus) 
—2Bug Runt Bug = 2Ruu— Bun, 
= Rury — Rim 
知 (ix) 中 第 一 式 成 立 . 类 似 地 可 得 到 第 二 式 ， 证 毕 . Ë 

在 上 面 我 们 用 (Ty, Rm, Риа} ЖОЙ AV, В, VR} 的 时 候 ， 
我 们 预先 选 好 了 {Ё,, oe, 名。}， 如 果 另 外 又 选 了 一 个 么 正 标 架 场 
(e, Ej, АУ, В, VR) 没有 变化 ,但 是 它们 的 表现 
Wi, Ban Ва) 已 和 原先 的 不 同 了 ， 关 于 如 何 变化 的 规律, 请 
看 下 列 习题. 

习题 1.2.8 i M K n EER UE, Ж M 的 一 个 开 集 本 上 
ARKA AEREA (E, e, EC, -, E RU ИЛЕШ 


к=к 
Au c А, 
a : : jw 
du As 
使 得 (a, e, B= Gh, ЕДА, 


Жр O(a) n Wr Z ED 860 88 r, 即 
Om - ACGL(n, R)| А- А'= 1}, 
上 式 中 的 记号 A RREK ARRE PERE 
=) Aa As Га +) (Е.Ды) An, 


Ba ,Asda A A Rag, 


ET 


并 写 出 Bys 与 Rous ЕЖА, 
以 上 是 在 么 正 标 架 场 EA, e, EG 下 表现 $+ 中 的 全 部 计 


81.2 ZERRE .15 
M FRE ейн ЫЕ, ИШЕ M 上 
JOUER ln, os cd 之 后 ， 便 有 自然 怀 架 声 | б—, = 


c tret ufi gu T, Ts Roan, AF a 
d] 5 Un, s EJ 是 不 同 的 , 表现 在 gu 时 不 等 于 3% 以 及 


[à -2-)-0, 

да,” Әә, 

ЖЕКЕ (REL T.2.1, {11.2.2 12] 801.2. 2 和 前 面 的 有 些 
不 同 ， 对 于 一 般 的 标 架 场 , 自然 也 可 作 类 似 的 考虑 , 得 到 的 结果 会 
更 复杂 些 , 但 总 是 能 行 的 .总 之 , 在 标 架 场 下 , 可 以 表现 $1.1 nig 
几何 概念 ,计算 与 等 式 , B AN de XE dion st, 例如 ГО, Rua RUN 
AREE БООВОО, PAT $1 中 的 不 变 观 点 的 作法 , 但 是 现在 
的 作法 和 $+ 中 的 作法 在 作 计 算 推理 时 儿 乎 是 一 样 的 ， 没 有 自己 
的 特点 ， 下 面 将 介绍 的 么 正 标 架 法 就 不 同 了 ， 它 有 自己 的 推理 特 
点 ， 比 81 中 的 有 所 改进 ， 主要 体现 在 由 微 分 式 的 计算 使 推理 更 
简洁 ， 为 了 介绍 么 正 标 架 法 , 我 们 先 对 微分 式 说 几何: 流 形 上 微分 
式 的 概念 及 计算 大 家 已 经 熟悉 了 、 不 然 ， 可 以 参阅 本 书 开头 提 到 
的 文献 .在 这 里 我 们 只 想 解 说 一 件 事 ， 即 微分 式 与 流 形 上 向 量 场 
之 则 存在 的 配对 关系 .我们 已 经 知道 微分 式 的 定义 可 以 不 异 助 向 
量 场 这 个 概念 , 这 正如 文献 [的 与 [27] 中 所 说 的 ， 但 是 微分 式 与 向 
量 场 之 间 存 在 着 配对 关系 ， 以 致 微分 式 可 以 着 成 向 量 场 上 的 偏 线 


文献 中 的 配对 关系 有 两 个 ， 所 以 希望 大 家 注意 其 中 的 差别 下面 
介绍 配对 关系 : 
В, AND x LOT My x (TM) >F (MD: 
-—— . 
(o, Xs, (TI =, Xa). 
ERP oC АМ) (Xa c, X)IFIWA EC WE, 
(1) (Xr c, Xj) XUVFPAESG o, X3, 5, Ху ER A (M) 
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线性 的 i 
GD) ЖА, o, AEF (M), 
(f) ^ Afa (Ea, S, X 
Aaa oe Xafa 


Ху}, c X,fs 
采用 上 述 配 对 o(X,, c, X), BC FRANE S 
Gii) # o, € ЛОМ), a EA (90), 
Go ^e) X, n, X) 


1 
= Ee Gay nr apos UL aton б) Хаво), 
pui ^ 


其 中 «是 (1，…, p+g) 的 排列 

Gv) # e€ AD, 

У(Х, X) 
= сунь s E, =, Хы) f 
HAODH, X], Xs, s Bs Š, XL). 

ЗАПАЛЕНА, REM Jen Р, IRE 
BAEREN (Eu o, B. (定义 在 开 集 本 上), 用 下 列 等 式 定义 
可 上 一 组 一 次 微分 式 {os} MATKI (A) 

Vs Xos(X)3,, 


R(X,Y)E-TüG,Y)E, 


3b 6-1, 6, n， 有 时 为 方便 计 , RME 
с={Ё„, ‘<, E.) 


Gu ocn Gn 
@¿=o=| : : 小 
Gi om 
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Qu e Q, 
Q,20- i ij 
Qu c б 


яж Гӯ =о(Е), Ра — Bas Qu(E,, Ej), 
令 los, in, о} 是 LES, oe, Enh АН, Ш о E— ct 
分 式 , А 
e (E) = д4. 
这 时 有 ou DT hon 
Ay => Rimos Мо, 
可 见 179, Baa) 5 lov, Qu) 彼此 能 互相 表示 , 但 是 对 ou Qu Ж 
行 微分 式 的 计算 可 以 代替 81 中 的 许多 推理 
引 理 1.9.4 下 列 各 式 成 立 ， 
a) M Op Ло, 
Wi = — Ogg 
(ii) Qo — do, о, Avv 
Gii) 设 有 A, 0-0(п), 其 中 U k ERRA o og УЗА, 
ni 
Фла Ао АБАЗА; 
Qv) Q, = A.Q. A. 
证 明 HRERL), 
(X) - iE, B= Х<Е,, E) - (E, VE 
= Qh, VEO - ol), 
Joh X XM ЕЕЕ, MUORE. HFM 上 任意 的 向 量 场 
XY, # 
(do) (X, Y) -Xe (Y) -Yw(X)—o([X, ҮТ), 
G en Ло) (X, Y) 


он) (У) -oY yy(X)). 
АШ ЕЙЕЛ ИЯ os, б, 于 是 由 定义 1.1.1 有 
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298-5 OQ) Ei (Yo (XE, 
-XoGX, ҮрЕ, 
=V Í| (o (E) X3 QE, 
-Vr Co 0 E) X OV E- EX, Y] 
VxY -Po )o ( X)E,- y X 
+Z (Xo (Y) DX, Y]. 
FIERE X 1.1.2Gv)RIB8HTYEDES о = — cou, 可 知 
Ze = ВЕ, 
从 而 9 — B, 
РО ЕЕН 1), ЭЛЕН (ЧЕ, 我 们 把 o, 记 为 w， 由 名 的 定义 可 
A 
VsVio —Vx(o*o(Y)) = (Vxo)*o(Y) ro- Xo(Y) 
—oio(X)-o(Y) - Xo(Y)). 
故 有 
R(X, Y)o = (VxVv-VyVs — Virro 
о оС) (У) -Xo(Y) -o(Y)«o(X) 
-Уо(Х) (1х, Ү])} 
=o (09) CX , Y) + (o No) CX , У), 
从 而 Q-do--o Ло, 
由 下 列 计算 
Ух(т.А)= (Ухо): At o-X A 
=c[o. (X): At X A} 
= (o AMA" o, (X) АЊА X AY 
= (о. AAT os rA AA) CE) 
和 wo.4 的 定义 等 式 
Vala- A) = (о. А). (X), 
ЗАТОН) ЗР, HT ВОХ, У) 对 变 元 2 是 多 (M) RUE, K 
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R(X,Y)(o- A) = (ВОХ, Y)o)-A— (o13,(X , Y))*A 
(6-4) (47-9, (C, F). A), 

易 见 (iv) 成 立 ， 从 而 引 理 证 毕 . В 

821.3. 设 UE o, E.) 是 么 正 标 架 场 ， 记 它 的 对 偶 标 
HAA Tes, +, ө}, 则 下 列 方程 有 唯一 解 4， 

" =» Ло 
By = bn. 
证 明 首先 证 明 解 是 唯一 的 . 设 上 述 方 程 有 两 个 解 9 与 8, 其 


中 
Qu Bs тосе бы 
бз б б ho б 
5 =@-—@, 
B y= Bu — bu, 
Жон ^c; =0, 
Todi Ë 
G = 7 08, 
现在 来 证 明 上 述 方程 只 育 零 解 , 即 a  —0. BOR ay 总 可 表 为 ; 
Oy = Боюу, 
TE Ko PER AET HE 
em 
Gg == — Онд, 
从 ous 出 发 轮流 使 用 上 述 方程 的 第 一 式 和 第 二 式 , 便 得 
一 0 
由 此 可 外 G= 0. 


这 就 证 明了 cw =0， 邑 引 理 中 的 方程 至 多 有 一 个 解 ， ТИДЕ 
在 性 , 可 仿照 上 面 的 方法 从 б 出 发 轮流 使 用 下 列 两 个 等 式 
RA fub 
Bax — Өн, 


便 可 求 得 Ou. LER б, fas 由 下 式 定义 ; 
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y= no 
бо, = ўно Nos, 
于 是 引 理 1.2.5 证 毕 . 上 
引 理 1.2.5 保证 了 从 引 理 4.2.4(i) 解 出 ww， 即 解 出 Levi- 
Oi vito 联络 . 
引 理 1.8.6 记号 同上 , WA ^ 
(1) ZQ Ao = 0; 
(1) Au — (On No — e ЛО), 
证 明 ”由 下 列 的 直接 计算 可 得 直 理 的 证 明 : 
OQ dd =i Ron Ao) 7 Eldon Nay on Айу) 
ZQ Xin Лом) ^w-z On А с оу Ло) 
=> Qa Лоу, 
ЧО» =d doy t D oas Лом) = (dos Nena — On Лвов) 
-X Con- 也 Фин Л о) Nox 
Zes Л (Qu Zea Nov) 
7n Now — ou A Qu), 
"X313 1.2.0 xr, Ш 
338 1.2.6 E GA D EE CE EM 1.1.8 中 的 Banchi I 
和 Banchi IT, PERR 1.2.3 sj (v). (vi). 解释 这 件 事 作 为 
38855. RAID T РЕ 2 285 PER CAR ТН 
RIETEN k ERIE, 
538 1.9.7 设 (01,5, EIER, (оз, n, о) 是 它 的 
. 对 侦 标 架 场 , 车 有 
， ao 一 及 Ро Nan, 
n + 12, E) - X fB, 
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上 一 节 介 绍 的 么 正 标 架 法 有 两 个 特点 ， 其 一 是 用 标 架 场 为 参 
略 系 来 处 理 凡 何 问题 ， 这 不 但 扎 弃 了 不 变 观 点 的 作法 ， 而 且 也 和 
传统 的 笛 卡 睛 坐标 法 不 同 ， 在 笛 卡 儿 坐 标 法 中 只 选用 一 个 标 架 为 
参照 系 ， 而 现在 选用 了 许多 标 架 ( 即 标 架 场 ); 第 二 个 特点 是 ;采用 
微分 式 的 算法 取代 以 往 的 计算 ， 么 正 标 架 法 的 进一步 推广 就 是 本 
节 要 介绍 的 活动 标 架 法 .这 个 推广 自然 是 对 么 正 标 架 法 中 两 个 特 
点 认识 的 深化 所 致 ， 第 一 个 特点 来 源 于 早先 人 们 对 一 个 物体 运动 
的 研究 ， 在 研究 物体 运动 时 ， 人 们 曾经 采用 固定 在 该 物体 上 的 标 
架 为 参照 系 , 这 个 标 架 随 着 物体 一 起 运动 ( 即 标 架 随 时 间 而 变化 )， 
因而 被 称 为 活动 标 架 ， 后 来 在 研究 空间 性 质 时 ， 采 用 了 一 种 类 似 
的 考 串 ， 选 用 的 标 架 随地 点 而 变化 ， 正 如 上 节 中 的 Z ERA 
{ o, В.) 一 样 ， 因 而 这 种 标 架 场 也 就 叫 作 活 动 标 加 了 ， 对 于 
一 个 儿 何 问 题 , 如 果 选 到 “好 ”的 活动 标 架 , 就 会 在 处 理 问 题 时 事 半 
功 售 .可 是 什么 是 “好 ”的 活动 标 架 呢 ? 本 书 不 对 这 个 问题 作 正 而 
的 回答 ， 我 们 关心 的 是 : “活动 标 架 "这 一 观念 应 具有 什么 样 的 基 
本 性 质 ， 随 着 人 们 对 么 正 标 架 法 中 第 二 特点 的 深入 理解 ， 出 于 对 
那 大 微分 式 算法 的 精确 与 完善 要 求 ， 人 们 对 “活动 标 架 "加 上 了 一 
点 限制 , 就 可 把 活动 标 架 理解 为 其 一 个 主 从 的 局 部 截 而 ( 见 下 而 的 
介绍 )， 确 切 地 讲 , 活动 标 架 ( 场 ) 的 集合 一 一 对 应 于 某 一 个 主 从 上 
局 部 截 而 的 集合 ， 这 样 的 理解 使 活 动 标 架 法 升华 为 主 从 上 的 联络 
论 。 这 是 一 个 进步 ， 但 是 也 有 不 自然 的 一 而 ， 例 如 一 个 流 形 上 所 
有 由 局部 坐标 系 给 出 的 自然 标 架 场 的 集合 就 不 能 是 某 一 个 主 具 的 
局 部 截面 的 集合 了 , 

定义 1.8.1 & ME—AWYE,GR—AB, —-ME 
ЮС A (P, т:Р-»М, m: PxGP) 是 由 下 列 三 个 概念 组 成 
Bo. 


(D 拓扑 空间 PEOR 2 АФ Жр. 
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(D 连续 映射 mr POM, HRA 


(8) m: P x@—P: (g, DPp'g, 它 是 在 P. 上 的 一 个 右 作 
H, 即 有 以 下 两 式 成 立 : 

(1) p6-p YEP, o 是 G 的 单位 元 . 

GH) (ред) 9а =p (gga), YPE P; gr eG. 

此 外 还 满足 局 部 平凡 化 条 件 , 即 对 于 任意 的 oC М, 存在 2 的 一 个 
Ф ОСИ 以 及 一 个 同 胚 多 :UX Goa (U), f 

(i) m 6,Ux GoU 是 向 第 一 因子 的 投射 ， 

(i) @(u, g1) ga — D(u, ge go), VuC Ui gi, go C @. 

DEBA IR AG o. POM R P, 我 们 把 好 与 MARI 
KAEA P By n mt j og l. E F.— olla) 称 为 主 从 卫 的 纤 
维 , ЕЖЕ D SEE A P HARARE RC, 

为 了 以 后 作 分 析 运 算 的 需要 ， 我 们 假定 定义 1.3.1 中 的 一 切 
概念 都 是 0" 的 , ШОР 是 微分 流 形 、 投 射 r 右 作用 mm、 局 部 平 内 化 
亚 以 及 以 后 出 现 的 一 切 概 念 都 是 O 的 . 

7818.92 设 卫 是 一 个 G 主 从 , RE: 

(D Я# E 2€ M, o7t(2) 5 G IR. t 

(2) GEP ЕЕН m P x G— P ЖЩ, RUE ЖЕ 
G If a ө, 则 映射 

mC, 9). Р-Р,рәр-д 


没有 不 动 点 . 

(8) wp'g) -n(p), Vp€ P, g€ Gs 

O 对 任意 pir、 «ЄР, #m(p =w(ps)， 则 存在 唯一 的 
JEG, Bp. —p.- g. 

定义 1.8.8 设 w P—M 是 一 个 人 主 处 .一 个 C” о, 
U—P 称 为 是 主 欠 的 一 个 局 部 截面 , 如果 тоо —44, UD, 其 中 如 
是 耻 中 的 开 集 ， 启 是 恒 同 映射 .我们 把 卫 的 所 有 局 部 截面 的 集 
Aw MEP), . 

7818.4 (1) WEM Rn Ж ЮЕ FONEM E 
所 有 么 正 标 架 的 集合 , 试 证 , OCM) 是 OQ) ЕА, Gi) RE Oa) 
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ЖЖ 0(M)B M RT M 上 的 局 部 么 正 标 架 场 , 并 县 反之 亦 
Ж. 

注 1.3.5 上 面 的 习题 说 明 M 上 的 么 正 标 架 场 的 集合 就 是 
EAO) 的 局 部 截面 的 集合 MF(O(ML))， 因 此 我 们 想象 中 的 
乏 正 标 架 场 的 集合 的 推广 可 以 定义 为 某 一 个 主 从 卫 的 局 部 截面 的 
RE MIP), 于 是 这 个 МЕР) 又 可 黎 为 活动 标 架 的 集合 ， 这 里 
МЕ 是 Moving frames 一 词 的 缩写 . 

XX13.6 Жл POM J£ M L.—4G XA, РЕЖ 
ЛА о: UAP 称 为 是 一 个 类 型 卫 вк. XS 
活动 标 架 的 集合 记 作 MF(P)、. 

PHZ $1.2 中 的 么 正 标 架 法 , 在 那里 除去 定义 久 正 标 架 场 
UA, cn, EL) 之 外 , 便 是 定义 ws、Q。， 以 及 找 出 计算 它们 的 公式 ， 
现在 当 我 们 讨论 活动 标 架 法 时 , 自然 是 在 作 平行 的 推广 . 

定义 1.3.7 da POMGRM R-A4GGEBAS Busta 
og Р а БОЕ oC ME (PIRENEA ov, 使 得 对 于 每 一 
^g, UG, 


Фор == Io g+ gt. dg, 
HPU oll M B. o, уша, 709 J S 1.92 rh S| mi 
1.2.4000 SIE RE RUE REG 主 从 时 的 推广 。 这 些 推广 
将 在 注 1.3.7' 中 作 简要 介绍 ， 我 们 把 上 面 提 到 的 对 应 oos, 或 
者 集合 olo C ME (D) KAEA P 上 的 联络 ， 
注 1.8.9% БО, CG 是 单位 元 ， 令 
8-7,0, . 

并 称 信 为 G 的 李 代数 ， 这 里 当然 要 预先 给 出 @ 中 的 李 代数 结构 ， 
以 使 这 个 名 称 有 意义 . TG 是 切 空间 , KO 内 有 向 量 空间 结构 .车 
X YETG, 

WEG rmm X Pur. 
X(g) =L) X, YER 
Pg) (LY, WEG, 
其 中 (L). TGTG 


та ЗЕЛЕ ИЗА HIR 

由 下 列 跌 射 诱导 

Ls: GG, pog:p, Vp € G. 
令 ux, Y)-UX, Ў}(е), 
HHX, 多] 是 向 量 场 Х.Р 的 李 括 号 , 它 仍然 是 一 个 向 量 场 ， 于 
是 便 有 | 

L, 1 T.Gx Tp @—T&. (X, Y) [X Y] 

-(X, f1). ` 
易 证 T.G 中 向 量 空间 结构 与 李 括 号 ( 积 )， 使 TG 成 为 一 个 李 代 
ж. xS @ XEPSEG A 

Ad(g) = (В), (,). 66, 
其 中 (Вл). T,G T. G 
ТВА 

Br GG: рәр", 
现在 来 解释 定义 1.3.7 中 的 各 记号 ， 首 先 有 
w € AU) 6, 
车 由 Ad(g) 诱 导出 
16)4d(g), A (U) 842 UDS. 
M go, g РОН (16944 (97)... RERE ALUDO 中 的 
97:9) Жн g, UG, ЎРО EE WET,U,4 
(g*.dg)(W) = (15:2, g,(W) € T,G —G, 
其 中 g|=g(e) € G. 
定义 3.3.8 Us 了 >M EG EN, (o) 是 其 的 一 个 联 

i. WRIA L.2.4G1), 令 曲 率 为 


O, edo, [wo, оь], 
Ж (ос, oo] 的 定义 如 下 : 一 般 地 , 对 于 
ECDTDGB，oE A TI DS, 
则 可 定义 Los, oz] € AP* (U) 96, 
作法 是 在 6 rh uE НКЕ НЕ (X a, Xa «n, Хаа), 于 是 
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а= ах, 
o= REOX, 
则 取 [cos wa sE ABOLLE, XJ. 


通过 简单 验证 可 知 [o ооо) 的 定义 与 基 CX, ++, X ame) 的 选取 
ЖЖ, 从 而 [oa cs] 的 定义 便 是 合理 的 了 . 
581.8.9 设 o 是 主 欠 卫 的 一 个 局 部 截面 ,0 是 它 的 定义 
域 ， 则 对 任意 的 UG, 
Q, ,=g sg, 
Jer 9710, g 的 意义 仿 注 1.3.7' PR gos g 定义 为 
97: Aag = (1694d(g7))0.. 
5128 1.3.10 7l Bianchi IT RX 
dQ, = [Q,, о], 

3138 1.8.9 553138 1.3.10 Æ 8] 38 1.2.4 (iv) 5j 3) M 1.2.6 
(i) 的 推广 ， 从 原则 上 讲 ， 证 明 是 类 似 的 。， 不 过 对 初次 接触 李 群 
的 读者 来 说 , 证 明 引 理 1.3.9 与 引 理 1.3.10 并 不 容易 ， 这 需要 对 
引入 的 诸 概 念 有 确切 的 理解 .因此 我 们 把 引 再 1.3.9 与 1.3.10 的 
证 明 留 作 习 题 . 

同 么 正 标 架 法 相 比 ， 这 一 节 介绍 的 只 不 过 是 一 种 较 自然 的 推 
Г, 因此 我 们 可 以 把 这 一 节 弄 作 活 动 标 架 法 ,但 是 定义 1,3.7. 定 
3.1.3.8, 引 理 ,3.9 和 引 理 1.3.10 恰 是 现代 术语 中 的 主 从 上 的 
联络 论 ， 
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分 析 学 ( 即 微 积 分 学 ) 是 对 ”上 的 函数 (或 向 量 值 函数 ) 作 微 
分 与 积分 运算 的 学 问 .于 是 对 微分 流 形 上 的 “向 量 值 函数 * 作 “ 微 积 
分 运算 的 内 容 ” 自然 就 称 为 流 形 上 的 分 析 学 了 .在 上 述 的 说 法 中 有 
两 个 问题 首先 需要 澄清 ， 第 一 个 问题 是 ， 什 么 是 流 形 上 有 价值 的 
向 量 值 函 数 ?第 一 个 问题 是 ， 如 何 定义 导数 (或 微分 )? 第 一 个 问题 


26. "RUBER RUR 第 1 章 


BILE ARE: М 上 向 量具 的 截 杀 (整体 截面 )， 关 于 第 二 个 
问题 的 产生 与 解决 , 请 参阅 文献 [22] 第 4 至 6 页 ,答案 是 四 是 从 上 
的 联络 ， 它 是 “导数 "概念 的 推广 ， 为 此 我 们 先 来 介绍 向 旦 从 及 联 
络 的 概念 . 

EX144 一 个 向 量 从 (E, M, Z, E—M) EH F314 4 
概念 组 成 的 : 

(D) 拓扑 空间 E, 称 为 全 空间 ; 

(2) 拓扑 空间 М, 称 为 底 空间 ; 

(8) 连续 映射 7, E M, 称 为 投射 

(D 对 于 任意 的 2C M, dk a7 (2) 中 有 确定 的 ( 实 或 复 的 ) 向 
пена. 

АЖЕТ, РЕ oE М, HE o 的 一 个 邻 域 D 和 一 
ЛЕШЕ Ф, Ux V—587(U), Дир V а [8 ДЕН E ts lj, 使 得 
(3) аф, Ux VU 是 向 第 一 因 于 空间 的 投射 ; 
(ji) 对 于 任意 wED, 由 全 确定 的 映射 
Blu, -), V—5-(u) 
是 线性 空间 同 构 ， 

我 们 把 oct Qo) ОНР 5, ЖЕНЕ ЕЖЕН А UO D-M 
RF, 

3814.9 设 是 微分 流 形 . TM EM EPOR 
ЕЖЕ. s T MM ЖЕЛ БАЗЫ ERER A. 试 证 , s. TM» 
M 是 向 量 从 . 

定义 1.4.8 dis EM REA ВЫ 

W. ME 
称 为 是 一 个 截面, 如 果 
mW id, MM, 
其 中 d ЖИНИ. RINO 截 而 的 集合 为 DOE), 

X144 设 元 E—M 是 一 个 实 (或 复 的 ) 向 最 只 ， 它 的 

一 个 联络 是 一 个 下 列 映 庄 ， 
D, (TM) x D(E)OT(E) (X, WP DsW, 
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满足 
(1) DW HER X 是 .多 (对 ) 线 性 的 ; 
(ü) Dr(W-W- DW, DW; 
DxCfW) - (ХР - fDzW. 
AEW, W, W,cr(g, Xcr(TM), fc Z (M), REH 
FONEM ERRAR O” 函数 的 集合 . 

到 现在 为 目 , 我 们 已 经 介绍 过 切 从 上 的 联络 (定义 3.1.1)、 向 
量具 上 的 联络 (定义 1.4.4)、 主 共 上 的 联络 (定义 二 .3.7)， 其 实 这 
些 联络 的 概念 彼此 相关 , 它们 间 的 密切 关系 表现 在 将 要 介绍 的 “ 配 
从 联络 "这 一 概念 中 . 

设 卫 是 一 个 全 主 从 ,六 是 一 个 集合 ， 又 设 有 一 个 旭 在 六 上 
的 去 作用 


о: хуу, (g, v)Ip(g)v. 
这 里 “ 左 作用 ” 意 指 ; 对 于 任意 的 g gC, oCV, A 
plg1°92) 2 =p) (o(g m. ' 
玩 在 定义 了 Xx 六 的 一 个 商 空间 卫 x ,V 如 下 ; 先 在 卫 xV 中 引进 一 
TENKE”, HTC, 9. (p, Y) GP xY, (р, о) ~ (p, DR 
示 : 存在 gE4, 使 得 了 -pg Bv»—p(g7)v. R Px V АРХ 
V EHE n W: hunt TRES Bj 
Px V =PxV/=. 
(p, e) r fE ЭНЕДЕ 10р, 203 R px o н (р, 2), BRER 
会 引起 混淆 时 , РХ iple Рх, Ж px o BW: px an, 也 记 
作 p*v， 此 外 还 定义 下 列 映射 
а, Px V-M, (р, (р). 
其 中 严 是 主 从 的 投射 w: PM, 
8814.5 Ü PJÉ—A4GXA, V 是 向 量 空间 , 左 作用 o 
是 线性 的 (或 称 p 是 对 在 了 上 的 一 个 表示 ) Ша, Px M E 
一 个 向 量 从 . 
证 明 HAXHEX CA, RME T U uui ЛУ ШИ 
B # (m, s). ps WETU), wE ApEn u), 
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WA 91,9: € G, 使 得 
Рі=р9:, Рг =р9з. 
于 是 令 
Up, =) os, 9) = Uo, PC) mt oCgo) v) y, 
Ms, 70) = (pi, Non}. 
其 中 入 起 实数 或 复数 , 视 了 是 实 或 复 向 量 空间 而 定 . 容易 验证 上 
BETU 中 定义 的 运算 与 加 点 的 选取 无 关 ， 并 且 在 上 述 运 算 
下 ，%-1(w) 成 为 一 个 向 量 空间 ， 接 着 我 们 定义 同 虾 甸 如 下 ， 对 于 
s€ MF (P), že HERE О Bi, 令 
$, Ux V-8(U), (и, v») ((o(u), ®)}, 
从 而 易 匈 引 理 的 证 明 立 即 可 得 到 N 
定义 1.4.6 设 呈 是 一 个 G 主 从 , p 是 一 个 G 的 表示 ， 我 们 
TUI A P x V АЕА PH р- А. 
388 1.4.7 i M Jen HUE, РОМ) М ERRERA 
集合 , SER IB PODER GLO, В) А. V -R' GL(n, R) 
在 六 上 的 两 个 表示 px po WMF: 


е: as 
pi: GL(n, В) R"— R>, |. [ : J- 4 i ) 
Dn Bn 
р 10а, В) x В"->В^, |. [ i J- Qr» ij. 
: En Dn 


Hh (AV EER 4 HHR RE, РОМ) x, Ey Р(М)х R^ 
2HIDE M Bio TM ARNA TM, 

X14. ШОЛ, pu G2GL( ) (6-1, 2, 8) 
是 三 个 群 家 示 . 一 个 双 线 性 映射 

mi Vix VaVs, 
如 果 是 G 不 变 的 , 即 对 任意 的 vw CV (2-1, 2, 9, gc, 
ps(9) mui, va) = тр: (9) i, рз(9) va), 

则 称 为 是 一 个 G 不 变 来 法 ， 
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易 见 一 个 4 不 变 乘 法 mn 可 以 诱导 出 一 个 双 多 (M) 线性 映射 

ma T (PX VY) XI (PX pV ->T (PX Vs), 
使 得 mA, sO), (o, v2)}) = (o, ms, 02))}. 

定理 1.4.9( 配 联络 的 基本 定理 ) 设 卫 是 一 个 G EARE 
有 一 个 联络 (s), RI 

(1) 对 于 任意 全 的 表示 p: G—>GL(V), WA Px V EX 
一 个 自然 的 联络 , 称 为 配 缮 络 (其 定义 见 本 定理 的 证 明 ). 

(H) REZA OG HER pa GoGL((-1,2,8), 和 一 
个 9 不 变 乘 法 

m Vix Fns, 
于 是 对 WEL (Px, Va), WE Г(Рх„Й), X€ T(TM), 有 

Рут, (Wi, Wa) =—m.(DzWi, Wa) а, (И, Юу»). 

上 式 中 的 D PERKA. 

证 明 (1) X TWCI(Px,V), 当 任 取 oE€MF(P) 之 后 ， 
JR o 的 定义 域 是 开 集 0, 则 存在 唯一 的 f, UV, ЕО E, 
有 

Wis-i(e, f). 
此 时 由 式 (DxW)lv={(0, Хо, (х) р) 
可 唯一 确定 出 配 联络 D( 请 读者 自己 验证 这 个 定义 的 合理 性 )， 其 
H XEU ЕЮ, о CX) RRUSISE SEO ДЕЙ; IH o Gx 
YoV AFAR o. GxY V 给 出 ooCO), D JE ЕЙ 
e. (X). 

GH) XT £€0, ЄЎ», w CY» ЖӨ Pi B (04549 
900) -e GE 650), g (0) = 二， 于 是 在 了 s 中 有 


Emon v) og (0) ms, w) =E] gym, ш) 
-入 | mon, gG) 


|, mon, ао) 
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AE], inis, (09) 
анёлы, t) (од, £02). 

从 而 当 Wa, WEU SWEA (o, fdr (o, £2) 时 , 我 们 有 

Dim (о, £0), (o, fo 人) 
=D: Ale, тл, JDN 
—l(o, Iml fu fa) (Хут, fo))} 
= Це, вО fi, fcm, X fa) Emo (X )f:, fo) 
^m, o ME 
—((o, Хро CX fs, fd} 
+{(o, mfu X faces (Z )f;)] 
=m.(Dxzí (g, f)}, (Co, fz) D 
++т„({(т, А), Dr{lo, FDH 
=m,(DxW,, Wa) кт, Wy, DxW:), 
定理 证 毕 . Ё 
注 1.4.10 定理 1.4.9(i) 可 以 用 来 确定 配 联 络 ， 在 经 典 张 

量 分 析 中 的 情形 沦 是 如 此 ， 设 M 是 ” 维 微分 流 形 ， 令 РОМ) ж 

M 上 切 标 架 构成 的 GL(a, В) А. 4 pi.ps 是 习题 1.4.7 中 的 

W GLO, 已) 的 表示 .我 们 已 知 PCM) x, R'-TM, Р(М)х 

„В^=Т*М, R оз (р) 2") (ра)®" J: G.L(n, 了 有) 的 表示 的 张 量 

32, 确切 地 说 

pss (px) 9"G)(p3)9"* — p.) Ges Dp Dpe. 
mi ma 个 

H FH 218 1.4.11 xl, 向 量 从 
PM) x ((Ro)9 o (Ro)em) 

ЖЖ (m+, ma) К А 

Ты=ТМФ®---@Т HOT MG: QTM, 

WWW M 上 的 张 量 场 ， 张 量 积 运算 
гт) x T (TH) ST (Patr 

各 缩 并 运算 


$1.4 广义 张 量 分 析 з 
TTD ST (TH OT г (Th) 
Wu GL, В) 不 变 的 乘法 所 诱导 ， 利 用 这 两 种 运算 和 定理 
1.4.9GD, 我 们 可 以 确定 张 景 从 了 宫 上 的 配 联络 . 

前 面 我 们 说 过 流 形 上 的 分 析 是 流 形 上 的 向 量 丛 (的 截面 ) 的 分 
VUE, 经 典 的 张 量 分 析 是 一 组 向 量具 {( 张 量 从 ) 上 的 分 析 学 , 各 张 量 
锥 分 析 学 之 癌 的 关系 由 定理 1.4.9 联系 起 来 ， 由 此 可 设想 : МБ 
某 个 G 主 欠 的 一 切 配 从 上 的 分 析 学 应 称 为 广义 张 量 分 析 . 

36218 1.4.11 2 t, 我 们 先 引 进 几 个 概念 ， 设 К> JE 
一 个 向 量 从 ， 对 xE€ М, mrle) k —4 PEL S B), 记 它 的 对 介 空 间 
《由 一 切线 性 函数 组 成 的 空间 ) 为 (wm-1(%))", 令 

Be) 
在 验证 EY 是 向 量 从 之 后 ， 我 们 称 它 为 0623468. F B> 
M, а: EM 是 两 个 向 量 从 , 则 令 
TAGES — L3 (Go! (0)) G9 (ma! (92). 
在 验证 В.Е. 是 向 量 从 之后， 我 们 称 它 为 Er 与 E, Dk Eod, 
对 于 一 个 群 8 的 表示 


P:GxF 一 P， 
我 们 定义 它 的 对 偶 表 示 
р.бхр'р" 
如 下 ;对 于 任意 的 EV, ФСР", gcG, 
(0*(9, Ф)) (0) =pl). 
对 于 两 个 表示 opa 我 们 已 知 有 它们 的 张 量 积 орг. 
` 习题 4.4.11 UP R—4 G EA, eu @xV > V,G=0, 1, 
2), 是 G4 的 表示 , 则 
(1) (ху) =P XiT 
GD (PX PDOP X V3) = Рх. (РӘ). 
51.419 ЖМ» ИЛЕ, 如 果 存 在 一 个 以 站 为 
底 空 间 的 O(n) 主 从 P, 使 得 
PxqR^'e TM, 
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ЖЕ От) E^ 上 的 右 作用 定义 如 下 ， 


这 时 称 М 有 一 个 O(n) HM. MAR, М Об) P, 
EM ЕЛВЕ, EAE ATE RARE LO CAD RUIT P. 

习题 1.4.18 ВИМ n HERE OE, OC M)R ДЕЙН 
构成 的 OCn) 主 从 ， 和 如果 

{orlo E MF(0(M))) 
是 OGQU) 的 一 个 联络 ， 则 它 导出 向 量 只 
THM~ Px ов 
上 的 配 联 络 也 满足 
XQ, -OXY, ZY+LY, 9), (1.4.1) 

XUBXSY.ZCI(TM). EZ, Ë PM 上 有 一 个 满足 (1.4,1) 的 
联络 , 则 它 必 是 OC(2M) 的 某 个 主 从 联络 的 配 联络 ， 
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U MEX RHP, E 58 F B M 上 两 个 向 量 从 ( 实 的 或 复 

BD. & DOE) (P) AIR E F BO" RERA, 又 令 
41, Us mh н, Ut тъ} А 

分 别 是 ЕЕ 的 局 部 截面 基 ， 这 里 所 谓 的 局 部 截面 基 (ss 
RH: ЛЕЩА ЙО 1, 0, N), 它们 定义 在 M 的 一 个 
JEU Е, 3REXDEGOMPSCU, (G2, =, £n (2) 是 纤维 
m (ж), 其 中 тк, E-^ M 是 向 量 从 的 投射 

定义 1.5.1 gg LS (EIP RIEA mH BOR. 
935, 如 果 对 M 的 任意 充分 小 的 邻 域 了 , 在 其 上 任意 选取 坐标 
Жб, +, в) E.P KARRE (Е, +, En Gn, 5, т), 
也 可 以 限制 在 E, 记 为 

IPIE >r E lo). 
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ЖН ЕЛ ТИЗ 858, 
r(3 ZAR > gas 
21 га 


оба) D, das др А), 


ЖД Ely-az(U) В U БА; fo ga dhun EU Ей 
С" й, lils ite tin й, е, 以 及 mm 为 非 负 整数 ， 

CT SE de, 希望 将 上 述 的 微分 算 子 工 写成 一 种 
标准 的 形式 . 

定义 1.5.2% 设 加 是 收 上 的 向 量 从 ,凡是 % 维 黎 显 流 形 , D 
是 加 上 的 联络 ， V J M 09 Levi Oivita 联络 ， 对 于 及、YE 
І(ТМ), % 

D(X, Ү)-=р,0:-Р.,у:Г(Е)УІ(Е), 
Ко 2 kh k ЖАШ Р(Х, YAFA, Y E 
JS (МУЖ. Ж (E, o, EL) 是 M 的 局 部 么 正 基 , F 

5-2 DE, E): Г(Еу>Г(Е), 
并 称 之 为 Laplace-Beltrami $ +. 
仿照 定义 1.1.4, 我 们 有 
定义 1.5.8 联络 也 的 由 率 定义 为 
R(X, Y)=DrDr— DrDr- Doy Г(Ё)—>Г(Е), 
于 是 可 见 — R(X,Y)-D(X,Y)-D(Y, X). 

XE3L1.5.4 假设 同 定义 1.5.2， 我 们 以 归纳 方式 定义 mol 
RAERD, oe, Хы) ШТ. XL XI, G, X.a€ 
І(ТМ), % 

DG, 5, Xo) = Dy D(Xs, i, Ха) 

—D(VxXs, Xs, , Хы) 
>e DX, n, X m, VnXna). 

3)E 1.6.5. 试 证 , D(Xs, s Ха) Жр Xr Xan 
EE Z (Муй. 
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BESFIEMLMASA. 对 于 wE M, 4 
(ЕФЕ), nz (2) Dr (e), 
则 有 一 个 自然 的 向 量 从 , 它 以 (BOF)。 为 纤维 ， 我 们 把 这 个 向 量 
ARBA EOF, WOSDOEESEA E FEX) 《在 此 请 读者 验 
证 ЛОР 的 存在 性 , 我 们 不 多 讲 了 . ) 又 令 
(Нот (Е, F)),— Нот (ят (e), rx!(2)) 
=e: mz (e) «y (2) |p 是 线性 的 }， 

则 又 可 知 有 一 个 向 量 共 Ном (Е, Р) (Полк, F)), 为 纤维 . 
类 似 地 , & 

87") È „е BO gE ea 


x Og, Lo 


是 实数 ,并且 关于 指数 和 ons in 是 对 称 的 | 


PTSP M (2, D er nem 
As c, MARERA. ТОН T: ЩЕП ST” 
UOT) DEMAR. 
ERRAN 又 设 

aC I (Hom(E, Р)®8Т"). 
车 US, ELEM АНИ OE UOS U), WEU Еа 
唯一 表 为 
а nA. а En GOES, 


其 中 win XT BR G, +з, НК, AAEN CU, 
Bunin) € Hom(E,, Fe), XX Eraz (a), F.—ny (a), XB 
* 


Tie СЕ, s Ba) T|) S PULO, 


5121.5.6 上 述 定义 的 LE 有 下 列 性 质 ， 
(i) ДЫС БА Е. oe, EQ 的 选取 无 关 ， 从 而 
有 了 唯一 的 
La I(E)OT(F) 


`= 
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使 得 Ox)" =La, 
(1) Ia ГОН) ГОР) таи, 
证 明 不 难 ( 略 ). 
定义 1.5.7 MRAM, 称 引 理工 5.6 中 的 Ta HIET a th 
4233. 
习题 1.5.8 8 X YEr(TM), WE 
Dz: Г(Е)ЭТ(Е), 
Р(Х, Y), r(g)Or(E) 
是 微分 算 子 ， 又 由 下 式 
(DW) (х) D4W, YeET (TM), 
(DW)(X, Y)=D(X, Y)W, VX Y ET (THM) 
定义 的 映射 
D, (E) T (EG)T" M), 
D4I(E)Or(EGT'MQmT M) 
也 是 微分 算 子 ， 其 中 WCT(EFE), BUS Dr, D(X, Y) Di, 
Di 3k 13188 1.5.6 中 的 Io. 
318 1.5.9 假设 同 定义 工 .5.3， 落 
五 D(E)OI(F) 
是 一 个 n 阶 线性 微分 算 子 , 则 存在 唯一 的 
a€I(Hom(E, F)OST"), 
使 得 
1-1, D(E)-I(F) 
是 五 险 微分 算 子 ， 其 中 小 Sm 一 工 
BIE 1.5.9 的 证 明 不 难 , 故 请 读者 自 证 . 
由 引 理 1.5.9 立即 可 推 得 以 下 定理 ， 
定理 1.5.10 d M bn EXER EE, v 是 Leyi-Oivita 联 
Ф. ЯЙ ЕЁ МЕ МЕНДА, HEE ЕДИ D. ЧЕ 
Ж ®ЄГ(Нош(Е, F)G9ST") (0-1, =, v), Bog X 1.5.7 
有 LM 


Белет +I DI) 
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Jem AGERET 其 中 me Max (m, =, m), BZ, 任何 一 
个 线性 微分 算 子 
L, DP(E)OT(P) 
Кы жету 
L-La+' Loe 
其 中 (и, ns lO LR WE, {И mc ma> me 
XX15.10 (ERN. #1, Г(Еу> (Руут унай 
分 等 子 ， 则 我 们 把 定 性 工 .5.10 确定 的 Da R a Mff Т. ат, 
31542 REB LUEN Ia ME HUI ER 
有 关 , 但 是 o: 8053538362. ` 
Ë z€ M, ÉECTL-TIM WA ERE TM 上 的 线性 函数 
当 
(x) 31 aus (0) E (e) Q9 GEL (а) 
€Hom(E,, F,)G)STz 
时 ,对 于 任意 的 ET 令 
[a](@) = 23 ausis EC (а) EB 2), 
TORBUR A BUR 
[o]. T"M—Hom(E, F), 
定义 1.5.19 &L Г(Еу>Г(Руук m BANT, а 
是 它 的 主 项 , 则 称 上 面 定义 的 
[a]. T" M5 Hom(E, F) 
з Li k ds, 
定义 1.5.14 RL, TOTE) Èn HRES RT, 
[四 是 它 的 主 象征 ， ШЖХЕРЕЖ И ECTIM-(O), [a) E) 是 
Hom(8,, F,) re ЖЖ, Rok DAMAR, 
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这 一 节 我 们 介绍 两 个 重要 的 一 阶 微 分 算 于 .它们 是 de Rham- 
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Hodge 算 子 和 Signature 算 子 . 
® 了 是 % 维 微分 流 形 , 令 ICD) E M ERE Б КК ЛК 
集合 ， 
d, A*(M)-» A**(M) 
RORASXCT. РАЖ 
Up s AM) ~E nos 
НЕ d! -0, 故 上 述 序列 是 一 个 复合 形 , 通常 称 为 de Rham KA, 
假设 在 M 上 给 定 一 个 黎 曼 度量 (ML 就 是 一 个 察 品 流 形 )， 这 
在 向 量 场 的 集合 TC(TM) 上 给 定 一 个 取 什 在 СОМУН ЧА фо, 其 
HFMM EERE О" 实 范 数 构成 的 集合 ， 换 句 话说 , 有 
g, T(TM)x F(TM)O (M), (X, YT, Y>. 
或 者 也 可 说 对 M 上 任 一 点 必 在 向 量 空间 ToM 上 给 定 一 个 实 内 积 
е: T,Mx T,M—R, (X,, Y X, Y >. 
利用 上 述 察 最 度量 ， 则 很 容易 导出 一 个 定义 在 AY CM) EREE 
SJ (М) + 
€ >: AM) x A (M) (М), 
使 得 它 是 双 多 (对 ) 线 性 的 ， 并 且 对 于 a BEAM), 
C c а, B) 
Cm Ae Ае, BA AB de : i ) 
<оь, BO + о В, 
至 于 《es B0, 万 以 如 下 方式 定义 :在 于 于 取 局 部 坐标 (za m), 
令 


ә ә 
s p" › 
fu … Sas 
xe i ] 
acf 


goes gi 
Е i i] 
"os g 


38 m tt ЯЦА mis 


n @, Bo- X) e (2e) ^. 1 
当然 , 在 上 述 定 义 
<, >; A00) x AD) (М) 

EXER, ERAR a, A (ө, s oO RERBA, ЖЖ, ИЙ 
考验 证 上 述 定义 与 这 些 随 意 性 是 无 关 的 . 容易 验证 上 面 定义 的 
OD АЛИЯ НО g 一 样 具有 还 点 对 称 及 正定 性 质 . 

ЖЕКЕН М 上 一 个 测度 dv, 其 详情 请 参阅 文献 [22] 的 
第 194 页 ， 利 用 这 个 测度 , 我 们 在 无 穷 维 实 向 量 空间 AUN EÈ 
义 一 个 实 值 内 积 

<, AM) x М) В, (а, В) а, Bon, 


其 中 .BE A (D), жан, > 的 性 质 导 出 ; 

(1) «а, В? = «B, 9), ЭН o, 8» ЖТ а 是 
实 双 线 性 的 . 

(ii) «a, $570, 并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 一 0. 

HAAR D, 我 们 来 定义 件 随 黄 子 的 概念 : BL 与 DE 
实 线 性 算 子 


L: A*M)O—AUOM), 
Ly MLM) > A (M), 
如 果 对 于 任意 的 wE A*(M), BEAM), 有 下 列 等 式 成 立 ; 
Kao, B» = «o, LB>>, 
WEL H L.HORXCT. 如果 又 有 Ls, 使 五 5 Lo 也 互 为 伴 
ШИТ, 那么 便 有 
0= daa, BI — «Ian, B? 
= а, 1.8 — Ka, I4B»? = «а, (Ls— Ls)B>>. 
жЕ а= Us - L8, Iñ <<, 2» 具有 的 性 质 (ii) 可 知 
(Is—Ls)8=0. 
于 是 有 Los = Ta, 
这 说 明 当 五 УНУТ, Lio 五 唯一 确定 、 从 而 我 
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们 称 Ls 为 五 BRAT, 3bYE LAD 或 Ii， 当然 也 可 知 
І, =1 并且 (LI)* = 七 ， 可 是 现在 我 们 还 未 说 明 一 个 线性 算 子 L 
是 否 有 伴随 算 子 L" 呢 ? Ж БЕНИ ЕЛИ ДОН ВИР. 
但 是 这 一 结论 不 会 给 本 书 的 讨论 带 来 好 处 , 所 以 我 们 就 不 证 了 ,下 
面 讨论 一 个 具体 的 问题 , 那 就 是 : 算 子 

d, (M) (MD) 
的 伴随 算 子 是 什么 ?我 们 采用 Hodge 的 办 法 , 异动 一 个 Hodges |н} 
态 (在 M 是 定向 流 形 时 ) 

*, (MYA М) 


alak a", 
假设 M жш ЈИ. ARM BÓ US$) 2 E de n 
{Ё,, +, EJ 使 得 它 的 定向 与 M 的 定向 一 致 ， 令 CE, SEQ 
的 对 偶 标 架 场 是 (os, on, ©}, о, 是 (局 部 的 ) 一 次 微分 式 ， 满 
足 
(Е) да, М, j-1, n, 


下 时 对 任意 的 o CAH), эщ 
e=, D, fuas No 
时 , 令 


tw= „ж, Раба, bp, aun Һа) 
po 


Xon Av Nena, 
3b 
SU, d, Jas eX 
1, H Cin nns fo cs es) a, …， т) В, 
mL 38S, +, du } rn а), en п) АРАВ, 
0, 其 余 情形 . 
不 难 验证 , 用 上 述 方法 可 定义 Hodges B 5, 
sLAFCM) A" H), 
事实 上 , 若 另 外 取 局 部 么 正 标 架 场 (Es, e, EL) 使 得 它 的 定向 与 
M 0—9, WE {Es n, E) 与 (Eno, E) 的 公共 定义 域 也 
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上 有 到 值 在 SO(n) 上 的 函数 
A-(Ag); U—S0(n), 

使 得 GÀ, n E) = UR, s Б„)-А, 
其 中 SO(n) 是 nn 阶 旋转 群 .这 时 有 

(з, 9) = (or “5 A, 
现在 我 们 把 上 面 只 对 <. <i EELU fuos 扩充 为 对 所 有 指 
JR, cs W EAEL, W fuma 关于 指标 入，…, tx 是 反 称 
的 、 那 么 由 于 

°= A. Хада A NO 

POE Pe Ne Ла 

-5 » Fis su rar Anais Arn Ао 
к fna VÀ 大 does 
Ж CES, E. ME, oo E. 下 定义 ro HEERA КЖ. 


工 网 的 А 
"9 WE fe т бао jars jade Ac Аюу, 


рғ fet dde on АЛ, 
1 
URGES pon pe “ГӨ 


Жн 


X68(ds o d ju de Ana aar Bah AG, s. 


ИНТ «o 的 定义 的 合理 性 ， 就 需 验证 上 述 两 个 *a 的 表达 
式 相等 ， 由 于 


ze (人 


Jua U Аза, Ai. 9° Ass 


Aun cr Ды Aa et Aja 
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An ct Ain 


da o Аһ 


=в(оң, +, бщ, бу, s Bami)" 


一 (at +, ол, б, +, Be), 

ККЕ RII eoo BJ ЖЕ tan ap. 

9E 1.6.1 dk M Jb n Е RUD, N Hodges 同 态 具 
有 下 列 性 质 ， 

(1) *(a 十 B) 一 ra 二 8， Vo, BEAM), 

(fo) e f(9), Va€ ACM), f€ I (M) — (MD. 
(ш) «к= (71), ACID) POM), 
ай) HFa BEAM), R 
&A*B = а, B>*1, 

Jb B» RAMPER a у 8 Bi Ft. 

Gv) 对 于 M 上 的 任意 向 量 场 互 , 有 

Vxt- Vy 

JOB у Ж Levi-Oivita Bl. 

5[88 1.6.1 的 证 明 是 容易 的 , 故 略 . 

XX1.. EM JE nki E m yE. 4 

$2(-1)9 rada, AF (M) A*3(M), 

注意 , 当 M 的 定向 改变 时 , * 会 改变 号 ， 可 是 8 却 不 改变 . 因 
此 , 当 M 是 不 可 定向 的 黎 曼 流 形 时 , 无 法 定义 *, 但 经 稍 加 讨论 仍 
可 定义 

8, A (M) A* (M), 

LES ERE PEE 

51 1.6.8. j M d v HUE TUNER CE, 则 

(1) 8(a--B)—8a--8B, Va, BC A*(M); 

(i1) 88=0, 

(ш) +8 (0da, ACM) A" CD, 

ёк (—1) «d, ДМ) >AM); 
Qv) HF e€ A*(M), ВСА), < 


E тал я mis 
<da, B)*1— <a, 88»*1—d(a Л +). 
证 明 (D. GD. ан) 0, ОЛО. FEWER. 根据 
3]: 1.6.1 (HD RARE] E iii), A 
do, £*1- a, B»s1- da A *«B—a /\*88 
= d(a A«B) – (— Ta Nd«B—a / +88 
—d(a ЛВ). 
故 (iv) 得 证 . F 
命题 1.6.4 b M Ew HERES WE, 则 
(i) Ята AM) S AP CM EERERCT, ЖАИ 
是 5, 459 ( M) АМ). 
(1) dB, A'CM) SA OD RS AT, 其 中 
AM) -O AM), 
证 明 Мда ЈУНУ, 由 引 理 1.6.3 知 
«йа, B «ба, Bo m | du, Bodo | <a, oi 


一 [ae 1 |, sya 


авла) ~0. 


上 式 中 的 记号 Mo 表示 带 有 定向 的 流 形 M. 于 是 可 知 5 是 4 的 伴 
ШИТ, 当 М 是 不 可 定向 流 形 时 ,上述 扒 理 失效 , KEREN, 
有 两 个 补充 的 办 法 : 第 一 个 办 法 是 作 M U io rt É, 
这 个 Ñ 是 可 定向 流 形 ， 子 是 前 面 的 论证 对 从 可 以 通过 ， 即 在 Ñ 
上 有 


Got, Вуй <<, BB» 2=0, Ма! ВЕ ACID). 
容易 看 出 «ба, Bud, Boa, 
<&, 88a 4, 50а, 


ора, BR M ERRAR, GRA Ñ 的 ， 这 祥 便 证 明了 (人 
第 二 个 办 法 是 将 lda B» — а, 98» 写成 M 上 某 个 向 量 场 前 散 度 ， 
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再 利用 文献 [22] 第 190 页 习题 2, 便 得 到 (i) 的 证 明 ， 详 情 清 读 者 
自己 补 出 ， 关 键 之 处 在 于 求 出 卫 EI(TMH), 使 得 
i(X)sl-oA*B, 
从 而 
div(X)«1 -44(X)*1) = (о A») 
= (<da, B» — 4a, 885)*1, 
ПИЖЫТ. ATG), 虽然 证 明 是 容易 的 ， 但 是 要 把 证 明 写 下 
来 却 十 分 繁琐 ， 需 做 前 工作 是 : CD 把 ACDS RAS HE A 
五 的 截面 集合 T'( Ey (2) 在 局 部 上 用 导 算 子 把 g++6 表示 出 来 
或 者 用 定理 1.5.10 中 的 Latet La 把 4й+8 表示 出 来 ，(3) 按 
黑 定义 1.5.14 Юа] ЙЕ? 为 此 我 们 尘 介绍 一 些 有 关 
的 概念 , 而 把 (二) 的 证 明 放 在 引 理 1.6.8 之 后 . 
设 必 是 n 维 获 曼 流 形 ， 令 OC( 寻 ) 是 如 上 所 有 么 正 标 架 的 集 
合 。 由 习题 1.3.4 知 0(2M) 是 O(n) 主 从， 令 


s. 
Ж 


是 习题 1.4.12 中 的 O(n) 在 R^ 上 的 左 作用 ,定义 Да) An) 
TET 
A: АВ tion) 
HORMONE UR SR I, HEX Оба) ARN), ABG) El 
作用 , 使 之 适合 下 列 条 件 ， 
AQUNSAAQ- Xy У C U Н 
poo Ah Q J 


X Аш ns NN, 


aC R, М1, -, + 


湛 中 


ч ҖЕ ЛП ПА 第 1 章 


ъ k 
° G Ut >) 

1, (h) (ae A ВОНР), 
—1, (о) Ge 0 АНЕ 

0， 其 余 情形 . 
最 后 令 Ak) -9 AQ, Aela) -9 AG. 
Ж ERE BI— ЖЕ ХОР, ДА (т) Ah n) JE 2], 并且 在 它 
们 上 有 O(n) 左 作用 ， 其 实 还 可 以 在 An (n) Am) E 3 DE a, 使 
它们 成 为 外 代数 详情 就 不 在 此 介绍 了 . 

引 理 1.6.5 Ú M JE HEEEHUD. OM) 是 M 上 所 有 

ЕАН Л Оа) EA). ROMER, Aka), 

mw) 上 的 左 作用 如 上 , 则 有 下 列 自 然 同 构 ， 

TM-O(M)xoB^, 
A*(M)= T O(M)x о„4% (пу), 
А M)@C=T'(O(M)x ow AEn). 
证 明 SR = (E), e, Ej 是 履 上 一 个 局 部 么 正 标 架 场 , 即 
c€ MF(O(M), A {on +", o) LE, o, E 的 对 侦 标 架 
5, Шо 是 一 次 微分 式 , 并 且 满 足 С 
e (B) =, Vi, 9 二 

NFER CU, U 是 o 的 定义 域 ， 将 О(М) Xx o RA О(М)х 
ow A (п) PRETER 


0 
° 
о(о) хону 1 8 i fT, ala) х obu Nt AB. 
0 
° 
分 别 对 应 于 Esto), oa 人 … 人 ols， 这 便 给 出 引 理 中 寺 求 的 自然 
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同 构 : 
O(M)x «y F^- TM, 
T(O(M) x osi (в) = (M), 

需要 验证 的 细节 在 此 略 。 类 似 地 , 有 自然 同 构 : 

T(OCM) x ow 48()) = 4 (MOC, 

T(0(M) x ou di (n)) = АМ), 
引 理 证 毕 . | 

H9 1.6.5 vfu, TM 是 0(2) 的 配 共 ， 我 们 已 经 知道 在 
向 量 从 TM 上 有 Levi-Oivita 联络 : 
V.I(TM)x I(TM)ST(TM), (X, Y)> VY. 

回忆 定理 1.4.9( 配 联络 的 基本 定理 ), 更 在 可 以 问 : 在 OCLM) 上 是 
惟有 一 个 主人 的 联络 ， 使 得 它 的 配 联络 怡 是 上 面 的 Levi-Civita 
联络 ?事实 上 ,这 个 问题 是 早已 解决 了 的 ， 在 $1.2 中， 我 们 曾 对 
To-(E,-e, ЕУ 


后 来 (o) UE S SEA 0(M) 上 联络 的 一 个 范例 ， 注 意 到 av 是 
从 Levi-Oivita 联络 造 出 的 , 并 经 简单 验算 又 可 知 : 这 样 的 主 从 联 
# (o) ERA TM. 上 的 配 联络 恰 是 V, 从 面 我 们 自己 提 的 问题 就 
解决 了 ， 这 个 问题 的 解决 说 明了 所 涉及 的 各 种 符号 选用 上 是 协调 
的 .同时 也 使 我 们 以 后 可 以 自由 使 用 “Levi-Oivita 联络 ”这 一 术 
ж, CETER V, 也 可 表示 主 从 联络 {o}. EE {0} 的 一 切 配 
联络 都 称 为 Levi-Civita 联络 , 并 且 都 用 同一 记号 Y 表示 之 . 

引 理 1.6.6 设 对 是 m% 维 黎 呈 流 形 ， 则 对 于 任意 局 部 各 正 标 
HUS US, e, EAE 


do o Nas AD PD, 


8- - S GR). PL) АМ), 
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P o; A QE УТИ wy SARE WAT, V ЖЫМ 
OCM) X oy dA (0) 

上 的 Levi-Qivita 联络 . 
证 明 会 
P=- Xi Vs. A (M)> A MU). 
RMO E 9 (M) 线性 的 ， 即 对 于 任意 的 JE A (M) 5 Z (M), 
«€ АМ), 


Фу) = fü(o). 
换 名 话说 ， ФЄ Homsan CPM), AY HM), 
上 述 事 实验 证 如 下 ; 
Ф(ў-а) 7d(fea) Лу (ра) 
= Ла ўба X o Nf )a- S NfVsa 
- 4f IKE fo] лаъ fo) = /® (a), 
类 似 地 有 下 列 性 质 , XE a € АМ) 8€ AMM), 有 
S$(aAB) =Ф(а) A8+ (—1)%=/ Ф(8), 
至 此 可 知 ， 欲 证 => оң A Vso 相当 于 证 明 
@(0)=0, Vi-l,--,n, 
3 51381.2.40)/] 
dom оң Mozi Thor A wy. 
现在 我 们 考察 很 据 定理 1.4.9 A IB BJ OCM) x wo AR (0) 上 的 配 
联络 (Levi-Qivita XC HO V 是 什么 样子 的 ， 容易 验证 配对 关系 及 
ЖЕШ. 


В,АЧ Мух F(TM)5S F (M), 
A: ACM) x A (OL) >AM), 
可 解释 为 0O(m) 不 变 乘法 名 诱导 出 的 F (RERS, TRER 
1.4.9(ii) 中 的 等 式 可 确定 配 联络 v. 得 到 的 结论 是 ， 
Va Ж Tho, 
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Vg (ор Л Ло) = (Esta) Non Nr Nes, 
Ron Л (Vena) Ne Negri 
"og NN (Iss). 
让 我 们 回 过 头 来 继续 证 明 引 理工 ,6.6. 此 时 有 
(Ж w A Vs) op -E o! ND jen 
和 上 面 deo, 的 等 式 比 较 即 知 
Sw) =0, 
这 便 证 得 4-Ж= ЛУ, 
由 于 验证 引 理 中 的 第 二 等 式 比较 复杂 ， 所 以 要 采用 一 个 使 计 
算 简 化 的 手续 .由 于 8 与 XQEDOV,W AY Z EE 
{En e, EJ 的 选取 无 关 , 所 以 只 须 在 特别 的 标 架 场 (Es, e ES) 
下 验证 
8-- XV, 
就 够 了 ， 对 于 任意 的 w& 于 ， 我 们 选 到 在 4¢ 某 邻 域 上 有 定义 的 么 
ERRA (Ei, e, EL 使 得 
ule—0, Vi, j=1, 0, n, 
(这 样 的 {En ^o, E.P 总 是 存在 的 ， 例 如 到 沿 着 过 w 的 各 测 地 线 
平行 的 么 正 标 架 场 就 合 需要 .详情 见 $7. ) 为 证 
6—— DB)Va, 
只 须 对 M EISE f IRD h, s, b, 验证 
alo =- E CE Vane 
就 行 了 , Ж а= јо Aie Aon MRE 
аа. (Da S) эй 


К=з 


` X [felin hhi Ја) Ne A Oal |a 


一 Dw B eriden) 


X *[df Aon A Noma] la 
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- ( _ уз > elir баја фа) 
вета 


х Е.) жоло А Ло. 
# I= (in "V 0), J = Qu ts в), 
L=(Lh, 0, 1), 
b 


Ss, т e, D Oh 


x (оов Ni Nos) [= 


ртт ДАП? 


xalid Djon A1 A anala 


propr BM e-poe 


I 
(on Nevis 
21 І 
уд) 


--X,X, вр eh sl 


Tons. 


EDU mes Ne A OA Nau. 


“BD Ba А Ло, 


-- EEG VS fon N Nes). 
Аш aje =(= EV dale 


于 是 引 理 中 第 二 等 式 成立 ， 最 后 我 们 指出 在 上 述 复杂 的 计算 中 曾 
用 记号 д„ 这 记号 表示 变 元 oo EARP EN EI 
1.6.61. Ш 

7167 Ш M Ros HERE IUE, X C P(T M) ERE 
ARES CE, e, ES 由 下 式 
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divX -Aeex, Eò 


定义 出 M 上 的 一 个 函数 div X, 称 为 X 的 明度 ( 清 读 者 验证 ， 此 
定义 与 文献 [32] 第 197 页 中 的 定义 是 一 致 的 )， 对 于 waE AO), 
BEAHM), & 
x=, Eg E, 

试 证 <da, B» — 4a, BB» t div X, 

下 面 我 们 讨论 HomsaoCA' CM), ACA) Я, Homsoo 
(AM), AMDE- TAERE, 我 们 将 给 出 它 的 局 部 生成 元 ， 
UA, o, EQ E M 的 局 部 么 正 慰 架 场 , 它 的 定义 域 是 开 集 忌 . 


令 


Ej -o;N til E) A'(M)-A'CM), 
Ерол 40), A) A (M), 
确切 来 讲 ， 召 } 并 不 是 ACM) БИН ЕВ, MRE А0) Б 
线性 映射 .为 了 书写 方便 , 我 们 把 AUREA AM)T. 
引 理 1.6.8 j# EP 满足 下 列 关系 : 
BtE}+ ЕЕ =2бу, 
[шигар 
EE; + EJE; = — 28, 
$138 1.6.8 的 证 明 只 是 一 些 简单 的 计算 , 故 路 . 
经 过 上 面 一 段 元 长 的 讨论 , 现在 我 们 可 以 证 明 命 题 1.6.4(ii) 
了 ， 由 引 理 1.6.5 各 引 理 41.6.6 知 .8.6+5 是 线性 微分 算 于 ,并 
B ` 


4+8=1, 
其 中 
а= ЕТФ E, C Ноти (М), A'(M))GUT(TM) 
—I(Hom(E, F)GT), 
面 这 里 的 向 量具 E.F E: 
E-F-O(M)X x kG). 
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HFE- Zee l€ TIM -10 H 


l= gieo 
B D) Us. 


由 于 
Cz en LEES 
те P Bien B ; 


1 
一 3 DEEK- 28u) =1, 


所 以 (910) => £ E; ЖЖ, Kao ЖШН. («E 1.6.4 Ж 
此 证 毕 . 8 


4 AP" (D) = @ ДМ), 
A) = ФАМ), 
易 见 算 子 d+ Š 可 以 限制 为 


Do-48, Дем)» A**(M), 
Di=a+6. A" (M) At (M), 
定义 1.6.9 db M E n HER EE ЙИР, 则 称 
Do-do-8, A9 > A NM) 
为 de Rham-Hodge É. +. 
容易 从 命题 1.6.4 АЛЕН Н, de Rham-Hodgo 算 子 也 
是 椭圆 算 子 . 
假若 M J 21 维 定 向 黎 曼 流 形 , 令 
т Ios AMR AI- MOC, 
关于 #5 的 性 质 有 以 下 引 理 . 
51381.6.10 -F#G)- vy. 
(i) PRA EIERN r, UERN EAO 的 一 
个 起 结构 ). 
Gi) ж 


81.6 ёв Rham-Hodge 算 子 和 Signature 8 + 


А.М) 6 PME Ivo o), 
АМ) - (0€ A(M)GU Ivo = 0} 
则 有 下 列 直 和 分 解 : 
AMDAM) A-M), 
Gii) d+ 可 以 限制 为 
D.=d+3, A(L)4- (4D), 
D sd--8, A (MA (M). 
Gv) ЖРА LAERE X, 


Vav-—zVr. 


并 且 在 局 部 上 
(Go ri E), 
i(B)v абаЛ). 
证 明 WE ocA'OM, 那么 
Zo (аон) 
二 /二 eror A ay 


= М/—т=®( —1)?# =, 
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从 而 CO mar. der ООО) 的 显然 推论 ， 故 不 证 了 .利用 引 再 
1.6.6 WA (ii) 是 Gv) 的 推论 ， 如 果 想 直接 证 ii)， 可 用 引 SR 
1.6.83(ii) 导 出 :与 (@ 二 5) 是 反 交换 的 ， 即 (2 二 5)7 一 一 (Gd 二 5) 
于 是 kiii) ERE, (v) 中 第 一 等 式 和 引 理工 6.I(ir) 中 的 等 式 是 
一 样 的 ， 让 于 我 们 过 去 省 略 了 引 理 工 .6.1 前 证明 ， 现 在 再 一 次 用 
在 论证 引 理 1.6.6 中 第 二 等 式 时 的 简化 技术 来 证 明 (iy): 对 于 任 


fut oc М, Mo MER АЕ {En n, Bay, dE 


wule=0, Yi, }=1, +, 21. 
不 失 一 般 性 , Ж co m fex, Л cs, ЗИ ЕТЕД 


Vas fo А Neu) om Vs (fos Ni Nes) ler 


出 便 知 Vare9Vg 与 Var 一 rz 
了 .由 于 有 下 列 计算 ， 
Vat fon Ni Nos) le 


acne 


-va( E оаа Лам), 


53 ЮЛ. БА xix 
У) seh ja) (E f)os ^ Мааа |а 


PEL ta 
= «(Ерол Nos. 
Vg fon А Ло) 
故 欲 证 事实 成 立 , ЖЯ ec ЛУМ), HAIM 1.6.8001), Жн 
ауАт(в) = М —1 791g, A во 
= LDA (BI) 
= TIRED- R-II E ar 
=тї(Едо, 
REA o (Eve Л), 
于 是 引 理 得 证 , Ë 
4X 1.6.11. # M JE 20 ЖЕЕ TAE S CE, Д 
D, -d--5, A,(M)-»4 (М) 
28 Signature X. T, 
3081.60.19. ШИНЖИЖ OD, 试 证 : 
(i) Signature 算 子 是 椭圆 算 子 . 
di) 车 令 
A CM) -de MOYO) NAM), 
A (M) = CA CAD 690) n A. (D, 
4 (M)= (An (му бу N A- ar), 
4 (M) = (AMDO n A- (M), 
则 有 下 列 直 和 分 解 : 
A'(M)G0= 45 (MD) +A (MD) - AS (M) 4 (М), 
Gi) 4+8, A (M) G0 4 (MD)09C 可 以 限制 为 
4+8, (М) М), 
4+8, AL(M) As (ar), 
АХИ VERE UL CENT. 
TERNA Wettzenbóck 公式 来 结束 这 一 节 的 讨论 . 
定理 1.6.13(Wreitzenbiick 公式 ) H M E n ME S QD, 
则 在 局 部 么 正 标 架 场 (Er e En} 下 
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(443) — A2 ELE; ROI, B) 
= + D Buna Br EBE 
" 


TIER. 
其 中 À Ж Laplace-Beliramt HEF, IEX 1.5.2; 2 Bus 通常 称 
Nik uno, 
证 明 使 用 定理 1.4&.9 列 出 的 性 质 ， 可 以 求 出 所 有 必需 的 
Levi-Oivita 配 联 络 ， 已 知 Levi-Oivita 联络 表现 为 
Vs, E, =} ThE. 


反复 使 用 定理 14.4.9(ii) 可 求 得 
Vs, X Гуо, 


Vi (oj A) SETRA), 
Vail ED -2 DE), 
©з Б} DE. 
于 是 有 下 列 的 计算 . 
(4+8)% -È EVE Vs, 

=D {Er (Vad) VIE Er EY m Va} 
“Tt Er Буу ву», 
ХЕШЕ, E) 
-F DEDE, B). B;EIDQ Ед} 


-1 D UED (E, E)- E E; DU, E) 
—28,D(E, EO) 
-F DEERE, E)-A. 
又 由 于 i 
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TEER, Е)- 2: Rua, B+ (NJEE) 
€ сд 


=F D RoBi E; (B+E) UTER) 


-l X> Ra(EcEYELEF- EEE; Er) 


4 ат 

+Ë А ABC —EQEQEPEDOEQETEVQED) 
iE PaE BU? ELETESES) 

+£ Z Ra Br Br EEE BiB BEBE) 


=+, Б Ben; Eli Br Br EBr), 
КЫ 


以 及 从 Bianchi 了 导出 的 计算 ; 
0-， D Gest Rosa Rima MEDEIESEI 
- E Rae;( BrEa Es By+ ELESEQEITESEQÉQE:) 
„2л 
=3 €DORaS4QEDEIEIE, 
m 
232 Rauam 2Hasc Ban) Ba Bs 
-8 D Bus EF E Es Ey +6 T Rua, 
fas Ry ei 


即 知 定理 1.6.18 正确 ， 证 毕 . W 
最 后 我 们 介绍 一 个 记号 , 以 便 以 后 更 细致 地 描写 4, 设 在 M 
上 取 定局 部 么 正 标 架 场 o ={Ёу,--, EO, ies) 
的 对 侦 标 架 场 ， 对 于 任 党 的 cE CM), WE o 的 定义 域内 a 有 
唯一 表达 式 
а= У] famau A Ло, 


DES 


此 时 对 于 任意 的 卫 ET(TM), A 
Eras XOU fusos A Nos. 


这 里 的 X" 就 是 我 们 机 引入 的 记号 ， 它 把 o 的 定义 域 上 的 孟 数 映 
为 另 一 个 函数 。 ХОЛТ X, WE BAK с. 
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利用 记号 Х°, 可 将 Va ZA 
Vx SITA ou (X jor NR 


XU B а(х) GRE BEL). 
所 着 可 将 ДЕНОВИ, MENURA АЙЧ. 


$1.7 法 坐标 系 


本 节 介绍 答 曼 流 形 上 的 法 坐标 系 ， 它 将 有 助 于 微分 几何 学 的 
某 些 局 部 计算 . 

I MEn ARE UE, p 是 其 上 的 一 点 ， 对 于 2 点 处 切 平 高 
T,M 中 任 一 向量 Y, 1526620, 4 |Y | -/ QY, Yo «e в], M ] 
有 一 条 以 罗 为 起 点 ， 以 工 为 切 方 向 的 测 地 线 ， 并 且 在 此 济 地 线 ] 
有 一 点 9 Eh pAg МИКУ. 此 时 我 们 记 

9=ехр,У, 
由 此 可 见 exp, EA 7,М H p jS e BRA M 的 一 个 映射 ,通常 
称 为 指数 映射 在 TM 中 选 定 么 正 标 架 (Е, (р), =, EQ) Z 
后 , 每 一 个 工 可 表 为 
Y =.) + y EL. 

这 时 我 们 把 (yu s Жн q=exp, Y 的 法 坐标 . 根据 文献 
[27138 204 页 的 讨论 , WA (з, n, v) ЭДЕ WE M 的 局 部 坐标 
Ж. 

定义 1.7.1 ЯВАА Ж (а, е, s) ROS DL 
多 点 为 心 的 法 坐标 系 . 

ERLT? dus у.) ERE WOÉRI TRUE, 
р= (0, =, 0) EB BS SEALS R8 4 8, 则 下 列 人 与 () 是 等 价 的 ， 

(1) Qi, 77, go) 是 以 多 点 为 心 的 法 坐标 系 . 

(Gi) РЕЖ ЇЙ £1, =, n 有 下 式 成 立 : 


= 


= 


yc 25 ga QD Yo 
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其 中 900 Ec r3! 


证 明 (D—GD. ЖЖ М 上 一 条 曲线 
PE) —expst(a Es(p) +. a E p), 

Жор (а, 55, a) B" 中 一 固定 的 非 零 的 点 , 由 定义 4.7.1 知 :点 
pO) Buda, s, fo). ВЛА, WA POE ERRE 
CFA GC), «7, y 0)), RU 

qu) — im, Visi, e,n, 
XT 10, 点 pC) 所 在 的 测 地 线 的 初始 方向 是 

tm Es (p) 4a EL(p)), 
亦 即 是 (a Es (p) - Fa E, (p)). 
因此 可 知 对 于 所 有 的 1>0,p 忆 在 同一 条 测 地 线 上 (现在 我 们 还 不 
知道 p(t) 是 不 是 测 地 线 , 因为 尚 不 清楚 + 是 不 是 测 地 参数 ). 根据 
EX, 1.7 1I p) 8 p(0) К+ Ж 

Hn E (p) a E (p) | а, 
所 以 # 与 曲线 p CO ЮКЕ НИ. 从 而 可 知 上 是 测 地 和 参数。 
2(8 便 是 测 地 线 了 , 也 就 是 说 它 满足 下 列 测 地 线 方程 ; 
VO) EX ri QI DO 9 HD =0, 


1 5) уч( 202, 992... Ogm 
其 中 т» FE (n „йм ). 


дд 
Н o) di Cou) НЕ. bi 
QA CD, e, 402 = (t, nn, ant) 
代入 上 述 测 地 线 方程 , 则 得 
E riy(ta)a,a, — 0 


或 
z(2seo-$2b09]s«-o алл) 


п 


BUT A р(0)Ж p) КК Vat tE, ят 
talea o | TO GIGAS) de. 


$1.7 EE 


ЕЗЕШ ЙҮ 2, 便 得 到 : 


Мате = E gu (000), 
于 是 有 ala ACILAN 


306 $8125 Bt in c 
FO = aga (ta, ++, ta.) — в, 


НАЗА. mL. 28 
0 =a pL Ds (ta, +, fa) 
Agent ta da) 


I an. i Ant, 5, tan) 


ET дау 
1 [Pam guia) (ъъ) 
€ 
aSa) 
2а. 
这 样 便 有 о-у 0+2 0-2 20090), 
BPO 70) 1700) = 3 gu (0) 7 0 
因此 fC)=0, 
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(1.7.2) 


Bani ЛЕЙН), EFUN), ШЕВА, 故 留 作 习题 . 


至 此 便 结束 了 定理 二 .7.2 的 证 明 . Ш 


Ж p R SE M 上 一 个 点 , U, 是 2 点 的 一 个 邻 域 , 使 得 它 
属于 法 坐标 邻 域 、 对 于 任意 的 9E 芝 on FDH pA g HEA, T 
Ë Pp 是 Us 上 的 一 个 函数 . #U,— o 上 定义 一 个 单位 切 向 量 场 


E p ， 使 得 对 于 任意 的 4€ U,- (p), 2. Н 29 g 的 测 地 线 在 
2 m" 显而易见 ，p 与 x 在 一 般 坐 标 系 中 是 很 
叭 表示 的 几何 量 , 但 是 在 以 ?为 心 的 法 坐标 系 (ya s Ya) F 
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p= Nei 
2 1-4 а 

Zo TIT LEE 

事实 上 , 若 Y =y Ep) + ty EQ 
q—exp,Y, 

那么 9 点 的 法 坐标 是 (%，，…，%)， ЗЕН p j е 间 连 接 的 唯一 测 地 
RRK Vitet, АЙП, KEMERE p 3j q BJ PE 
离 ， 所 以 


yl, 


р) =, 
FEWER — P(t) =expzY (йу, s, tya), 
它 的 切 向 量 是 
PO! 2305) а 1, 190) а 


ә Du & dy, 

8 а 

=й +" MET " 
IOl =v 4p CO, 9 (OS 


/ д д 
= Ew А *) 


"Euge = V БИЙ = Ml. 
д — 1 wel 0 
TE a OO T Ea 
定理 1.7.2 有 以 下 推论 ， 
推论 1.7.8( 高 斯 引 理 ) HX EU- (p) 中 任 总 一 个 切 向 
量 , 则 


ә 
Xe-(x, E] 
um a a 
证 明 EXAM 于 是 


一 2 SEFTA My 
Xe-3N pm NY VR -5 D 
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(х, 2 Эр EM ‚ Ху A) 
"mm Eee xn 


从 而 高 斯 引 理 得 证 . T 


Bs, s v) AED pO NAAR. 2 BOO T ap. 


于 是 Ul (p), «o, EL(p)) Ж T,M 中 的 各 正 标 架 , 4 Us on ES 
Æ p ABNER A ERRA, 使 得 沿 着 过 jp 的 测 地 线 是 平行 的 , JP H. 
Ep ARE Ep), e, ELT. 
31.7.4 下列 等 式 成 立 : 
Xe. =È hEr 
证 明 Жез, Ww) € R^— {0}, Ж BUR 
T(E) cexp, тт (p) + == -TasB,(p)), 


den yl - Ei 
在 法 坐标 系 下 , IR BUE OR 
r0 e Gi), 7 aO) (Bt, s В). 
从 而 о-у, 2 ar 
我 们 把 | „ш 00000). dr Om ECO W E B 


着 平行 的 ， 所 以 它们 之 闻 的 线性 关系 与 无关， 容易 验证 在 
rz 处 有 


一 一 =5 d 
FO = gr E Bs mo), 
所 以 Ko-X E. ED, 
Ha Xe O) eE nE), 


TERM 4= |y| 时 , БЕТ, ЗЕ H 
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Ф (oi, те, os) EUR, ons ES) 的 对 偶 标 架 场 ，oy HFR 
确定 : 
VE =Y oE, . 


这 时 有 以 下 引 理 : 
88 1.7.6. (о, wy} 有 下 列 性 质 ; 
9 
G) Ув ( 2) 
А а 
GD Buwa (0) 0, 
(Hi) = O4 A0, E. eg 一 一 Of。 
证 明 由 于 
a а 
Yu) (n) 
= 05 yE) =, 
AORE. LHF 
ə 
Ew 25; 
nuin, ЖРО), 941.24 PEET. ЧИШ, 8 
e а 
4 Haso (Z). Huon). 
于 是 引 理 1.7.5 等 价 于 下 列 引 理 1.7.57. 


引 理 4.7.5 (Hy, Hu) 有 下 烈性 质 ; 
(i) > gH u =; 


(n) Tud =0, 


)E- Ves Ei TV Е=0, 


ду 
Hai H.x, 
320 1.7.5 JR E A 3E T.6 导出 ， 反 之 亦 然 ， 所 以 在 此 不 
证 了 .下 面 给 出 它们 的 一 个 推论 : 
推论 .7.6 下 列 等 式 成 立 . 


Ән, 了。 _ 
аш) Гат ECL E, Han Hse), 


$n кей C & 
Zadar. 
证 明 BEE 1. T. CH 8. 
Нь, ӘН, 
zv EN Уз ae) 
= ушан, aH a7 5H on Hio). 


在 上 述 等 式 中 : 
4-08 уу Hec x Ope + йе Ha 


_ 9H. _ 
=® Vs We Sur Hia; 


А 


右 式 = Ey Ea Hi = -2 Нан, 


因此 . 
X» ён -heRHa-- Урна. (17.8) 
HERRIA 1.7.5 Gn) 中 第 二 等 式 可 得 ; 
Bu (Foe ева 11.)-o. 
将 上 式 整理 , 得 到 ， 


Xv usu) 0 
没 着 过 原点 的 测 地 线 , 上 式 变 为 
о E Een Hu (pn) — pau) -0, 


其 中 e-lyl, n=, 
P 
= m =( 2 s. Ж 
а= (а, e (2, E). 
从 而 得 Z paH alpo) — pna —0, 


从 而 证 得 推论 1.7.6. E 
21.7.7 现在 我 们 研究 定 于 1.7.2(ii)、 推 论 1.7.8、 slm 
1.7.4, 引 理 4.7.5, 引 理 1.7.5’ 和 推论 1.7.6 之 向 的 关系 ， 请 谈 


oz жална gis 
者 验证 焉 列 三 组 等 价 的 条 忻 后 , 它们 的 关系 便 显而易见 了 . 
(1) Gauss 引 理 s(x, #)=ze, vX 


ө a£ )-4E), vi 
全 = gut, Yi 
e»s-2z yia, VÀ, 
(8) qes s e do (BO = 3, vi 
eux gH s. 


定理 1.7.8 dS v5 ДИЕМА 上 一 个 以 2 一 
(0, …，0) 为 原点 的 坐标 系 ; (os, +, o) 是 一 个 标 架 场 的 对 侦 标 
ЖИЕ А) ww (Ei, jn) EARMA, 使 得 : 
O XE BERE gh ) coit iron 
(2) 9pm 1.7.5 的 结论 人 (И), GI JR E. 
m 
(A) (y, in, 9) EI p hb ЊМ, 
. (B) AAT (oi, s, o.) КВИ CE, o, E) 是 洪 着 过 
了 2 点 的 测 地 线 平行 的 么 正 标 架 场 . 
(0) ww 是 Levi-Otvita 联络 在 标 架 场 {1,…, E) 下 的 家 
3) 8] 
VES Y oE, 
证 明 当 令 
Hs) Hace) 
之 后 , 已 知 条 件 (2 就 相当 于 引 理 工 .7.5 成立， 并 且 从 
9G) = Zot E (Нуар) Hady) 
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а а \ Я 
得 Gc) ныны, 
用 引 理 1.7 SOMBIR 1.7.5 tei be L-T.) 


8 8 s _ 
Xe у-н НиНи= и. 
于 是 再 用 定理 工 .7.2 ШИИ И: (А), ЖЕЙ AIRE LT LO 的 结 
жон) убн) тано (В) ЧО), EBRE. Ш 
el e ё 
& 0-1 р P дро 
总 是 一 个 非常 重要 的 向 县 场 , 它 在 法 坐标 邻 域 中 处 处 有 有 定义. 引 理 
1.7 .4 就 给 出 一 个 关于 总 的 等 式 ， 在 本 书后 面 的 讨论 中 将 会 经 党 
ARE. 
定理 1.7.9 下 列 等 式 成 立 ， 
анады Hu X iHi, 
ls. =~ Hy TE BosaHas, 
其 中 Вы=Ош(Е, E) (25581), 
证 明 ”本 定理 中 的 第 一 个 等 式 已 在 推论 1.7.6 的 证 明 过 程 中 
出 现 过 (参见 等 式 (1.7.3))， 至 于 第 二 等 式 ， 可 以 从 下 列 计算 求 


得 : 
dia oC) 


~ (doy) (4, x) вы(4) 


+ ([0, 29.) 
-Ou -F onah, 2.) —ou (2) 
-ъ(% d)- 
=-Ны+ E Ya RomHu. 
定理 证 毕 . | 


64 REITERAR Rim 
2)8) 1.7.10 试用 定理 1.7.9 VENIT FUSE IURE: 
Hehe M Bou(pywict s 


i 
Ha > Baa (Pyrre 


引 理 1.7.11 车 记 
абан) ds (C BB-, - ) 
则 下 烈 等 式 成 立 , 


а-ай У), 
其 中 p= |= raat, 
证 明 “利用 高 斯 引 理 (推论 1.7.8) 有 
oc E, Z= BN 
ве-(в, )- (в, в), 
(sic RE LT дй Ую d 给 出 以 下 计算 ， 
Еф (В) «X e арн) = F o (9) = Bc.) нр 
GH os (НЧ), HF 
doch м-ун, 
VE => HB, 
故 有 下 列 计算 f 
Ap- 5) Eo 2 (Va Bp 


[n (2) -5 H"H E) 


Бк 


HE 


ép a SUME Me эн уя tie 
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Mi ddet( Hy) 
ECL MM 元 的 代数 余子 式 ) 
-JjaEGBo-(48 n» 
E. B LEE) Hh 
=> Hem H"Hyys, 


& 
 1,1/4/G 
Aoc UN JG +") 
= (@-1+фю JẸ). 
引 理 证 毕 . HÉ 


前 面 我 们 对 法 坐标 系 作 了 系统 的 介绍 .现在 也 许 有 人 会 问 : 法 
坐标 系 在 微分 几何 学 的 计算 中 会 带 来 什么 好 处 呢 ? 这 可 以 说 是 一 
个 一 时 难以 说 明白 的 问题 ， 从 经 验 上 看 ， 法 坐标 系 对 本 书 以 后 的 
НЕННЕ УЧЕ, 一 是 出 现在 与 .总 有 关 的 计算 中 ， 办 为 
与 # 在 一 般 坐 标 系 下 很 难 描写 ， 另 一 是 在 探讨 一 个 几何 量 在 一 
点 处 的 素 勒 展开 趟 的 概念 时 ， 相 对 子 法 从 标 系 的 展开 式 往往 是 优 
先 考 虑 的 对 象 ， 下 面 我 们 讲述 泰勒 展开 式 的 问题 ， 假 设 思 是 M 
ЕА, eC ICD, pe М, BRILE o р АНЕ 
展开 式 是 什么 ?如 果 在 上 选取 一 个 局 部 标 架 场 rc 一 {cb …， оу}, 
在 型 上 选取 以 史 为 原点 的 局 部 坐标 系 (m，…，zn) 则 9 可 表 为 

9G) - Sinn, s ae. 
Ju bA E ` 
өш)-$) m ГЗ) DD. 


=! тт 


amas Оо]? "gn 
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称 为 史 在 2 点 处 的 泰勒 展开 式 ， 可 是 p(w) Е ВОР с ST: 
标 系 (和 ，…， av MER, 并 且 这 个 恢 赖 关系 十 分 复杂 ， 所 以 我 们 
只 能 在 特别 选 定 的 a 与 (my, …, w,) 下 讲 泰勒 展开 式 . 下 面 选 取 的 
人 参照 系 是 合适 的 :是 沿 着 过 2 点 的 测 地 线 平 行 的 局 部 标 架 场 ， 
(а, …， 辐 ) 是 以 2 为 心 的 法 坐标 系 ( 力 ，…，g)。， 对 于 别 的 几何 
E, 例如 组 性 微分 算 子 等 , 考虑 它们 的 泰勒 展开 式 时 ， 也 是 在 合适 
HER о 5 (ya, «n, 奶 ) 之 下 进行 的 . 
泰勒 展开 式 中 的 系数 


如 何 用 p 的 协 变 导 数 表示 出 来 呢 ? 一 般 来 说 是 相当 复杂 的 ， 在 
很 大 时 很 难 求 出 这 种 表示 式 来 ,但 是 当 (sz, …，x) 是 法 坐标 系 时 ， 
结果 却 非常 简单 . 

命题 1.9.19 GM RES И, Gn, EM pA 
为 心 的 法 坐标 系 , p 是 М 上 的 可 微 函数 , 则 


"p ЕЕ 2/2 
Su ða O ты xx. ' 9. LE 
其 中 ww 是 集合 {L 2,…, m) 的 置换 ; DC…) 的 定义 见 定义 .5.4 
证 明 我们 只 需 证 明 下 列 等 式 就 行 了 : 


ОТА [2 (С, Us 1. 
实际 上 是 归纳 地 证 明 下 烈 等 式 , 


2 ap 
D Ie Yim DOREM 


à а 
72 т, 2(50., Us a. 
假设 在 加 时 已 有 上 述 等 式 , 下 面 计算 


У КЕ апр __ .. ё" 
“Ыы? Vima ду, еб "E nd Oyu Oye, 


$1.8 RUE EN YA 9r 


anp 
-站 m эти. A e элш) 
- 2, IG 36] 5 А 


A 


m AX Mu 
ind, зы -, de- md, ~, ‹ 


VAM =. 
-D, i -, de (уй, d, =, d) 
aai m+ 
++ D(d, e, å, val) -mp(d, =, дур, 
ORAE: 


m 
agat vui -d (gu Xd. op ie # 


ать 
ss a= D 
XA es ду Bin @ 
рер 
а д 
- Z ea D (0 22 
‚Мыке D sgg, Jn 


Xp. | 

ОЛА (д р), TIERRA ТИЕ 
ЖЛЕ ИН EUR RA 1.7.12 陈述 的 性 质 ， 这 些 性 质 我 们 用 不 
E, 故 不 歼 述 了 ， 这 里 的 讲法 只 是 想 引起 大 家 对 法 坐标 系 的 注意 ， 
DEME, 
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这 一 节 介 绍 半径 为 ”的 球面 上 的 计算 ， 特 别 是 关于 如 的 计 
R. 这 是 一 些 很 有 教 益 的 范例 ， 它 们 既 有 助 于 复习 前 面 讲 过 的 概 
念 , 又 有 助 于 以 后 深入 的 讨论 . 


6 ҖИРЛЕ NR ж.ж 

Бэ (ғ) = (a, y, z) ЄВ |а rào) 称 为 B 中 一 个 半 
Бяга. 

D яаж 

Ж: 18 吧 年 的 就 职 演说 中 曾 写 下 一 个 度量 , 而 后 断言 它 的 
监 率 是 常数 ， 这 个 度 基 就 是 

ав? - Ленай 
(+e Pena) 


ДАЕ Ол, e, u.) 不 访 称 为 化 巡 坐标， 在 m= 2 时， 上 述 的 
dé 就 是 S85(r) 上 的 标准 繁昌 度量 。 (и, wo) 就 是 下 面 要 
FARR RRE EE” 以 下 就 验证 之 : 

В) Ef) Ме (0, 0, r) 8 8=(0, 0, —r) 分 别称 为 北极 
与 南极 . 

={(ш, y, 2€ В| — ry 

是 南极 点 8 处 的 切 平 面 (如 图 1.1)， 对 于 球面 上 的 任意 一 点 
Ф= (в, y, z), 内 要 Pp 到 , 则 可 作 连 接 术 与 p 的 直线 交 x 与 p'. 记 
p' 点 的 坐标 为 (tm， ш, —т), КЕК (и, a) HIRT E pie 
ИЛЕН ЕНЕ”. BRERA p ABE ELA SG, y, OSSREUE 
Abi Cu, 切 之 间 有 下 列 关系 ; 


= rata 
LI EM 
= ru 
tute’ 
g= CH Eua - dn?) 
“маъа c 


y 


由 此 可 得 
азиз. 3 
+ Arul 47203 1674 А 8т?изиг Ms 


2 453,816, 
dy-- Srt РАР iiem ш, 


1 i6 
d= MR a p TETU duy, 


$1: 二 堆 球面 上 的 一 此 计算 的 
x 


其 中 а= т? 
经 验算 , 得 : ana 
di? = da? - d? de G тїз бїчїр” 
至 此 即 称 (Ww, ta) 为 S2(r) 0930 Ж Ж, 
(ID A (yi, y) ж 80) LARR 8 为 心 的 法 坐标 系 ， 使 得 
EOS 12-08) 分 别 平行 于 EUREN, RIDE 
RA p BU BEES (а, y) У OL AE ER Co, y, z) > ЗЕ. 由 于 
过 p 点 的 经 线 是 测 地 线 , 故 在 这 条 经 线 上 n 是 常数 , 易 知 在 经 线 
iml 也 是 常数 , 从 而 有 
hy, 
e 
BORA 是 定义 在 每 一 条 经 线 上 的 函数 ， 由 于 ИТИ 等 于 南极 
8 Ж p Kik, 故 (参见 图 工 .2) 


МАД mro, 
其 中 a= /80р. 
另外 又 有 a ry =r sin a, 


于 是 有 下 列 等 式 ， 
ra= = V Qa) + (A) mM a Ny sin a; 


70 区 曼 几 何 的 准备 知识 RIR 
& 

sing’ 

же > p= REESE, 

则 有 ñ 


sin. T 
E 


Hi : 和 一 


s= 


p 
= —т eos — 
AR T T* 


ТЕНЕЛЕТ ЯЕ BE 6s? 的 表达 式 ， 记 9 一 £ T 


是 
dæ- 


sing dy, xy, 2880 nA 46, 


ay ар gp Pc 


dz—r sin 0 dô, 
进而 有 
da? — (da)2 + (dy)*-- (йв)? 
-tay gt yo (69990 ше ү 


+2 EI LOOTE (q, dn te dya)d8 


-rasinzgdg2 


9 (ded) er^ d 5 sint 0405 


in £V ip £V 
RES Ge | Imm 
T ЕЧ l 
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换 句 话说 
QAM 
a ә Sm 
99= Эд? | ыр 


sin P V 
salir) ио 
L2 p 


Ж 从 上 述 等 式 可 推出 ， 
Буба =. 
ARER 1.Т.2 SUR (и, ve) WESCE EAE ERR, 
(аш) 曲率 
参看 文献 [37] 第 二 章 $ 2 的 么 正 活动 标 架 法 , ИЛ de? 化 为 
对 角形 , 即 


ds! = ood, 


为 此 可 按 下 列 公 式 选 取 or 


由 于 


2 sin £V gin 2. sin P. 

Уо) 5) — (ар) — r |1- -7 

ёз “ү б P р 
T T T 


Ehe Lege 


=? 
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可 见 上 面 选取 的 oo 确实 能 使 ge? 化 为 对 角形 
S9 1.8.1. 设 wm 的 选取 如 上 , 则 


P Р 
= Lot | Y 
G) dy, | ys 


sin Ë 
T T 


GD do-t в, 


证 明 ”以 (让) 代入 o 的 定义 式 , 则 得 恒等式 ， 由 此 可 知人 成 


Ж, ЖООК, 
=з! Ж 
=n dy, 


OD. E. 8 
TER {cw} 米 计 算 曲 率 。 因为 


i-em 1 
= * (yey оу) Лор, 
> am 上 pr 


шж 1.2.41) 
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1—oo8 f. 


(gos gy). 
sin & 
er T 


习题 1.8.8 5и 1.2.4 2 OR UL GR, 得 
Q= ir oho, 
(ТУ) 设 (Ei, a} 65 do, аз} 对 偶 的 标 架 场 。 利用 定理 


1.7.8， 我 们 要 证 明 (Es, E.y 沿 著 每 条 过 南极 S HWER FT. 
这 只 须 验证 引 理 1.7. ME 由 于 


(2) Pr sn A ie "e )- vos. ) 
1-5 snt "n 
ES z (9n ида) |, 
" з) 


从 而 欲 证 的 事实 成 立 ， 即 UE, Е.) 8382129848 S 的 测 地 线 平行 . 
ЯТУ ХТ, 


mroli) oce) 


求 得 
EA 2 
Hy= FI м т E 
T T 
1—cos 2. 
Hm= u: Hw) 
pr sin P. 
r 
1-008 f 


T (esu ады). 


т 黎 遇 几何 的 准备 知识 Six 


wW- m =) 
Toti Tog 
HEHE (аз, ж) 33 (za, —а), 对 应 的 特征 值 为 1 与 0, 所 以 
det(AI И) -X(.— 1), 


其 中 工 是 单位 矩阵 , 于 是 


L £ 
T T _ T 
H= met 1 m" Iren, 
T T 
(У) 计算 држ 4 
首先 有 


а= n Ld log VG) 
EE inf 2 
L(a 1++йїор sin £ — dog 2) 


TETT 


81.8 二 维 球面 上 的 一 些 计算 距 
接着 按照 定义 1.5.2 求 
dy ГОМ) ST (AM), 
Hh M=8?(r), B 
д д 
Hizal) Huc. 
- ê 
可 求 出 5-5 н" on 
dye Но, 
о Zi Hadi = 2, Hag H'op 


) 


VaH,- X HH Hh дд. 
BERE S 1.6 末尾 的 记号 , 有 
4 21 DOS, E) - Da Dona) 
= ОЕ + Ж eae NOD) 
x (EI+ оа (Едо NECS) 
SE (Va E) X SY ou( Vs Eos ND). 


ИТНИ", 即 表 达 式 中 重复 的 指标 表示 对 此 指标 求 和 ， 
于 是 


+= (IPC) + нень) 


x (am (82 oras iQ) 


Ym 


- (menn Gy t HAH” H H pao, ^ sq). 


^ 1-08 £ 
^ = - 
< f "mr g ро? 


т Raum dt #16 
那么 
H* Hh = (fònt (1— Ја) Snt (17 Dag) 
Tf c fosa, 
H"H, (ўда (1— fam) Hao f Hin 
= fg tadis — 2580), 
Н“Н”Н „а= Hf B acm fH „а = 20 (адв — ведь), 
Ha: Has = B” (fH) 
= ЈО (Зв (1— f)zami) (аади едн) 
=—f gm. 
由 本 章 $1.6 末尾 关于 也" 的 定义 可 知 : 
Х° (ша А) = (оа A) X*, 
iE) =i (E)E, 
在 不 会 引起 混淆 的 情况 下 , 把 X 记 为 X. TE 


dm He Hh d HUI HR 


x dy GERE -ESED 


Am * H"H gos BtB} — Ez Ez) 
dg Н"НН®Н (BEBE -Er Er) 
х(Е{Е}- БЕТЕ) 


8 
-Н=®“Н# Н. —— 
Ет 
-1 HUH? H Ha (Eš ЕР} Es Er) 


- L^ 5. +i- KO X CREE 
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+ даед) (BID — Бу) 
t gaf 2 (gm Ei EIE 
+H! [a E Hens)] нги; ЕЕ) 
+ Po nba ади) (añu aba) 
x (Б EI — Hz Er) ELEg — Ez Es) 
fin. 
{ê ена 
容易 验证 ну. (н®н)]=о, 


(eða wn) (Eg Ef — By Er) 
=m, Et B} – Еу Е 2) 


x2 i в-аз) 


(ë zi- $a; ss ну в-а) 
-(£ r- my 2$. шю, 


@ ані, Voas 
P P 


Gem 
从 而 


A= и а-ә gr 2 


norton, 
fO-D зр 

+[ Р аў sl 

re i S mm, 
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$23 


椭 图 方程 与 热 方程 
的 一 般 理 论 


上 一 章 我 们 引进 了 算 子 d+, 它 限制 在 不 同 的 空间 中 给 出 
де Rham-Hodge 算 子 .Signaturo 算 子 等 ，Weitzenbick 公式 揭 
ЖТ (8+8)? 与 Laplace-Boltrami ЯТ do 的 密切 关系 ,其 中 
Laplace-Beltrami 算 子 的 定义 见 第 1 章 的 定义 1.5.2. 为 以 后 陈 
述 方便 计 , 我 们 把 下 列 形状 的 算 子 ， 

Az — (4 F) 

称 为 Laplace Я +, 其 中 下 是 一 个 (时 ) 线 人 性 的 算 子 (或 称 映 
射 )、 由 这 个 约定 可 知 ，Wettzenbick ARM F, (d--0) Ж 
Laplace 型 算 子 ， 

这 一 章 我 们 建立 Laplace 型 算 子 4 的 一 般 理论 ， 即 求解 下 列 
MANER Laplaco 方程 )， 

4p-0 或 4p-f 

药理 论 ， 其 中 了 是 已 知 的 函数” p ERRAR RA”. 与 分 析 学 中 
的 椭圆 方 程 论 相 比 , 这 里 的 情形 略 有 不 同 , 表现 在 求解 的 mp 是 定义 
在 一 个 紧 致 无 边 流 形 M 上 的 ， 这 时 的 求解 理论 有 一 个 完美 的 形 
式 , 那 就 是 Hodge 定理 . 

另外 ， 我 们 建立 相应 于 4 的 热 方 程 Qaucby 问题 的 求解 理论 
〈 即 本 章 中 的 定理 2.3.T 和 定理 2,3.3)。 在 这 个 理论 中 出现 一 个 
重要 药 概 念 一 一 基本 解 概念 ， 不 但 能 用 平 热 方 程 的 Qauchy 问题 
的 求解 , 而 且 还 能 用 子 Atiyah-Singer 指标 定理 的 证 明 ， 

椭圆 方 程 及 相应 的 热 方程 的 理论 对 我 们 来 说 都 是 需要 的 ， 但 
我 们 极 不 愿意 在 一 本 韦 中 分 别 独 立地 建立 这 两 套 理 论 ， 所 以 文献 
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号 令 我 们 高 兴 ， 在 其 中 作者 告诉 人 们 如 合 从 热 方程 的 Ouchy 
问题 求解 理论 推出 Hodge 定理 《( 即 相应 的 椭圆 方 程 的 求解 理论 ). 
在 本 章 中 我 们 就 是 按照 文献 F{4] 中 指出 的 思路 来 讲述 的 ， 超 德 的 
是 ， 裁 至 目前 为 目 ， 我 们 还 没有 发 现 一 本 几何 学 教材 把 热 方程 的 
Ganchy 问题 的 求解 理论 讲 完全 的 。 我 们 勉 为 其 难 地 从 文献 [7] 
中 找到 想法 , 又 很 幸运 地 从 王 光 寅 教授 那里 得 到 热情 指教 , 总 算 写 
成 了 这 一 章 的 内 容 。 部 分 章节 还 经 王 教授 过 上 月， 在 这 里 特 向 王 光 
寅 教授 表示 感谢 . 


$2.T 热 方程 的 基本 解 观念 与 Levi 算法 
先 看 一 个 简单 的 合子 ， 考 痔 下 列 的 热 方程 的 Qauchy 问题 
М - £u. 2)-f(5 в), Vi»0, aC B, 
Jim (ё, 2) =р(о), 
其 中 以 于 gp 得 是 实数 值 函数 ， 众 所 周知 , 这 个 问题 的 解 是 
чё, а)— | 90, o, goto 


: 
+a a-r, =, w) fee, y)dy. 


—e- 


其 中 GG, z, D- Ы 


在 上 述 解 的 表达 式 中 ，G(s o, y) 是 一 个 关键 的 函数 ， 知 道 了 它 ， 
便 能 写 出 ganchy 问题 的 解 来 ， 易 见 它 满足 下 列 条 件 ; 


| 5% в, у) =0, Vi»0; 
lim [. GG, о, Ўр) бурба). 
ЖР oJ НСРР РЯ 
STAPPA- -Ar MOOR AUT, WERNA 
ПЕ ЖНА GRE, MAR: 仍 表 示 时 间 ， 那 么 对 算 子 


$241 RIERA Levi ik 5 


2.2. 就 说 不 出 它 的 物理 意义 了 . пишна AE 
因为 它 的 下 列 Ouchy 问题 是 适 定 的 ; 
(2+ 2. Jut, а) - f, а), Vica, 2€ R, 
lim ult, a) =ф(а), 

其 中 是 一 个 实数 ， 作 了 上 述 这 一 点 观察 之 后 , 对 于 А=—(4+ 
Р), RIO D 4 RREH, D SABE. ЖЕШ 
PIT PUR GG, o, y 的 极端 重要 性 使 人 们 设想 对 于 一 般 的 热 
算 子 是 不 是 也 有 一 个 类 似 于 GO, а, 068 822 这 种 设想 诱发 
了 下 面 的 定义 ， 

定义 2.1.1 ИВИ EOM —ÁABEA X 
和 且 其 上 带 有 一 个 联络 了. 4 

Mo:T(B) >T(E) 
REH D E M EH Levi-Oivita 联络 导出 的 Laplace-Beltrami 算 
+. ха РГЕ) гн) FANRAN. + 
=-(4+р). 

我 们 招 满足 下 列 条 件 () Gi) (Шу GG, o, y); BE, Qt 
2€ M, 020, E, cac (2) ROS 2. 4 852 АЙ, 

(1) GG, o, y), EE, 是 向 量 空间 的 同 态 (WARRI), 
它 关于 变量 (5 o, y) Rie HR, 

Gi) 对 于 任意 固定 的 oC E, F 

` OG, 2) -G(t, о, y)o, Yt>0. 
则 0 关于 ts 分 别 是 一 次 、 二 次 连续 可 微 的 并且 满足 方程 

д 

(+4 )-о, 

(їн) ШЖ p EA E Bii Hec, Wl 


im] @@, », Doldy = (а), 
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Job ay JR ERES h kU. 

E32 GG, s, y) IPC, o, НАННЕ, 参数 
(t, а, y) (0, eo) M M. KIRT ARREN E B] (О, со) x 
Mx M БЕА, АНАА ЮЕ Hom UR, 
E). НИВА ЗНАВ L8 81.4 n4 HERI CURE 
OR 14.10), ЧЕТВ 2.2 中 讲 到 的 HG, z, y), UG, а, 
аў), Wt, a, a) ВЕЗЕ, ЭК ТЕЛИ Е Ж 
E, Из АНДАШ, RIDARE ИГЕ И АЛ 
Т. 

#2918 ARR AG, o, ЮЖН ИЫК ЭНЕ, 例如 
它 有 更 好 的 可 微 性 , 以及 用 它 可 以 解 热 方程 的 Cauchy 问题 等 等 . 
可 是 为 什么 这 些 性 法 不 列 入 定义 2.1.1 фе BERAAT HE 
ЗНО) GD, (Ш), ERE GE, o, g) STE EET GLB: 
Шш 4.3.9), 

ATM. НОТ АВР (D 能 不 能 用 一 
个 明确 的 表达 式 把 基本 解 写 出 来 。 这 个 同 题 很 容 易 回 答 ， 燃 似 于 

-(-* 

уы? T 这 样 简明 的 表达 式 是 没有 的 。 Q) 基本 多 是 不 是 站 
在 叭 一? 下面 我 们 逐步 解 管 这 一 个 同 是 

虽然 不 能 用 一 个 明确 的 表达 式 来 写 出 基本 解 ， 但 我 们 可 以 斌 
ША, 使 它 收敛 到 吉本 解 ， 比 如 要 解 一 个 方程式 Ра) -0, 
RNTAMARE GIA а, ZH, $ ov ct, 
FR PG HR) -0 的 一 个 近似 角 加 这 就 给 出 了 一 个 从 家 出 
sia( 一 + 有 的 方法 。 重 复 使 用 此 法 ,在 不 少 情形 下 ,序列 {zj 让 
ЖӨ PG 一 0 Щй. Ж, ААР CG, =, v), 
па. SERI Gal, о, y), COR 


ша}, @ы@, а, )ф()йу=ф(ш), Vp. 


1-0. 


令 Gaali, а, 0) GaU, m, 9) AC, 2, у), 
考虑 下 列 方程 
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д = 
(2 + 4.) (@,+h)=0, 
lim] (antaG, 2, otro», ve, 
EU e {2 
кА (2, y) = (рт aye, 2,9) 


i (q)dy — 
ша], AG, а, YP dy —0, үр. 


由 于 我 们 心目 中 的 GC, o, 四 是 用 来 解 热 方 程 的 Ouchy 问题 的 ， 
因此 将 上 述 关于 卢 的 方程 式 中 第 二 式 理解 为 
Him Mt, а, v) =0 


之 后 , 便 应 该 像 82.1 开头 的 例子 那样 ЖШ 
AG, o Dm f def, Ө@—т, a, g) 
x [- (24)8.t, 2,9) Jæ, 
КЕ ы ЫА 
һа) =], de, б=т, а, +) 
x[- (Z+ A)8,G, e, v) jas. 
这 样 一 来 , 迭代 格式 就 是 
баб е, у) "Gs, m, )+ [de f, @@—=,, 2) 
х É (£ +AJG,G, z, y) Je. 
下 面 我 们 将 此 先 代 格式 作 一 变形 ， 令 
K,G, а, y) CD" (2-4 s z, у), 
出 有 下 列 的 “形式 "计算 ， 
Каб, s, V) C71) (D e 4e) Galt, z, у) 


-c D(a) Gs, z, y) 


84 BUD ESMOUSR- ERO Sim 
f an f, а-а, е, DEC D EG, z, ЈА 
9 x 


= E.G, + [| 90-5, «, 2) Kale, е, у)] 


vut 
vfu, Ko(t— v, z, z) Кот, z, y)dz 
eju], Est, а, Кы, s р, 
GG, в, g) =G+ 33 (04-9) 
Get, z, 2- xf, Go 人 一 zz, 2) 
x [722 K (s, в, y)]de 
=@(@, z, ә+|, (4—7, », z) 


x [È DE, z, g) a. 


这 个 形式 计算 是 不 严格 的 .但 形式 计算 的 结果 却 可 能 很 有 价值， 
至 少 它 引 出 了 下 列 的 定义 ， 

X214 设 给 定 Go(t, а, y), 则 称 按 下 列 公式 算出 G(s， 
mR EH Levi 算法 ， 


Kolt, z, 9) - (D AG, z, 9), 
Knrilt, z, у) -| of K.(t—z, z, y) Ko(v, z, у) 
(m0, 1, 2, =), 
Ка, а, у) = È (DE alt, z, у) 
Gt, z, y) =G, z, у) 
ае] б-т, а, 2 EG, z, as, 
ЖЕНЕ G 记 为 Ievi(Gu)， 


以 后 我 们 要 讨论 ， 当 Gu 取得 合适 时 ， 上 述 Levi 算法 是 合理 
的 ( 即 算 法 中 的 一 切 极限 缘 存 在 )， 并 且 算 出 的 G(t， z, ОЖЖ 
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e 
dpa tabem. 


$2.2 基本 解 的 存在 性 


本 节 将 引进 和 的 的 构 念 ， 这 是 为 取 作 Levi 算法 中 的 Go 而 设 
的 , 以 保证 Levi 算法 的 合理 竹 及 基本 解 的 存在 性 . 

EX2441 WM 4р 2.1.1, 我 们 把 满足 下 列 条 
TEC) (у) HG, m, y): 加 > 如 (其 中 必 , YE M, 070) 
算 子 名 十 4 的 级 初 解 


(1) HQ, а, у), Ey E, 是 线性 映射 ， 并 且 关 于 自 变量 ( 捕 

а, y)& O^ 的 ,此 时 记 
НЄС-((0, oo) x Mx M), 

(8) (ro A)HG, m YYTERI SERO, со) x Mx M 
上 使 得 扩张 后 的 截面 (定义 在 [0, oo) x Mx M Fp” Е 8) 
REACTION, ш 

(2 ABG, •, e oto, o) x x), 

其 中 

O*([0, o0) x Mx M) - (f € O*((0, œ) x M x M)|VI «xf 
的 1 次 导数 可 连续 扩张 到 [0, eo) ox M x M E}, 

GH) 设 太 是 微分 流 形 ,了 是 定义 在 Mx M 上 的 广义 张 量 杨 ， 
使 得 

‚Дв, a) EE,, Ve, a) C M x N, JEHACO (MX N). 


ъ пва, o- „НО, а, fr, addy, 0, 
f (o, a), 8 £0, 
Ní UG, e, а) EO (TO, co) x Mx N). 


Civ) i g(#, z, a) € E, 是 [0, oo) X Mx N E BJ J” Ш 
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$, ШФ g € O'([0, co) x M x N), 0<1<2k, 4 
WG, а, a)=f def HG—z, z, (т, у, addy, 
MJ тєо!#Ї([0, o») x Mx N), 
其 中 [号 ] 表 示 数 .的 整数 部 分 ， 此 外 对 于 2 上 任意 向 量 场 X, 
DPI 


, 
Уау а, a) m ds, viv 
X UH (tv, v, у)д(т, у, o)) dy. 
sici, AR 


a 
Au, a) 


=s, s o) fif, FHG- r, æ, обе, y, ady, 

19.0.9 HU, з, y) 1-0, s =y 处 是 有 奇 性 的 ,所 以 (iv)》 
НА W (6, т, 中 的 积分 式 应 确切 理解 为 

lim f af, Hu, е, Dan, у, on. 
即 对 于 £20, 上 式 是 关于 т л, ВН IT 
微 性 要 个 别 对 待 , 所 以 (iv) 能 断言 的 关系 式 
W eolilo, se) x Mx N) 
不 是 平凡 的 , 更 不 用 说 
WEOU (LO, e) x nx N) 
T. 

2.9.8 ” 初 解 的 概念 是 为 了 提供 合适 的 Go 这 一 目的 而 设 
立 的 。 它们 能 保证 Levi 算法 的 合理 性 ， 能 使 算出 的 他 就 是 基本 
解 ， 从 这 一 目的 米 说 , 基本 解 本 身 自然 是 绝 好 的 Go 的 候选 者 ， 因 
为 它 可 使 Levi 算法 中 的 下 一 Fi 一 … 一 尺 一 0、 可 是 当 比 较 定义 
2.1.1 和 定义 2.2.1 时 ， 会 发 现 除去 第 (i) 条 件 外 ， 对 初 解 的 要 求 
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反而 更 苛刻 ， 以 致 基本 解 本 身 能 否 作 为 初 解 都 成 问题 了 ， 其 实用 
不 着 对 此 情况 感到 奇怪 ， 初 解 在 某 些 方面 比 基 本 解 更 好 ， 是 有 可 
能 的 ， 再 说 ， 存 定义 基本 解 时 ， 我 们 尽量 少 地 列 出 它 的 性 质 ， 只 
要 能 保证 唯一 性 就 行 了 、 而 初 解 本 来 就 不 是 唯一 的 ， 人 们 在 保证 
它们 存在 的 前 提 下 ， 越 多 地 列举 它们 的 性 质 ， 则 使 用 起 来 就 越 方 
E, 并且 能 转移 更 多 更 好 的 性 质 给 基本 解 . 

BE9.2.4 初 解 是 介 于 基本 解 与 以 后 要 介绍 的 瓜 基本 解 
(Farametrix) 之 问 的 一 个 概念 ， 这 个 概念 是 否 有 存在 的 必要 ， 在 
此 说 不 清楚 , 由 于 在 几何 文献 的 有 关 推 导论 证 中 , 初 解 的 性 质 (iv) 
常 被 忽略 , 面 在 分 析 学 中 却 被 十 分 重视 , SEE BG v) WC, z, 
中 称 之 为 位 势 积 分 ,因此 ,现在 我 们 有 意识 地 写 下 这 个 初 解 的 概念 
是 为 了 引起 注意 与 讨论 . 

3HB3.2.5 id Go(t z, у) РТН, N Lovi Ен 
Ё ЕИ h rB SEIS А 1ГЕ, 并 且 

K(t, z, y) CO([0, oo) x M x M), 

证 明 因为 


ó 
K,= (2 4 ave ostto, so) x М x М), 


所 以 对 国定 的 下 >0 存在 常数 00, 使 得 
[K,G, z, y) |o, YtE (0, T], 
于 是 对 二 t+<T, 有 


' 
[Ei v, у)|< | dr| |K,G—<, z, а)|. | Ko(z, 2, y) dz 
mur д 


«f de o*v — c?ot, 
其 中 Ж МК, HOUR 
|Ks(, а, l< of。 Ht v, а, 2)l- Kato, а, g) |de 


2 
«f, etude = c t, 
° 2 


归纳 得 | E, z, y) | Om Ha f. 
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于 是 EE e, |< p D cum, 
从 而 在 [0, T] x Mx M E ®(—1)"%К„ 绝对 一 致 收敛 ， 册 此 可 
8 


EK (t, v, y) € O([0, co) x Mx M), 

mic 

(43B)(t, z, y) = f a A v, в, 2) B(v, z, 8), 
则 有 E--E,LESE,-Ko (KE), 
注意 到 K,COX[0, co) x M x M), 
便 有 RECO, оо) x Mx M), 
引 理 证 毕 ， 目 

定理 3.8.6( 一 个 正则 基本 解 的 存在 性 ) 设 Go 是 五 级 初 解 ， 


b, ЙИН Levi 算法 得 到 的 @8 RE- 4 ЮА, ЗН 
alt, a, y) co (C0, oo) x M x M), 


证 明 Н 2.2.5 和 定义 2.2.1(iv) 知 
E € os([0, eo) x Mx M) 


和 GorR coU, eo) x Mx М), 
жи G-GseGeR Col (c, oo) Mx M), 
HTF oC E, ШЕ Y 2.2.1(0v), 4 

($4) z, o 


"east, о, o (o eo (a, gn 
- Kt, z, g)v-- [K (t, z, y)v-- KosE) (1, z, g)v] 
[rz (=) роса 

-0, 


其 中 Kin Koss Ку, 
——— 
m4 
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又 
f aG = Donar | Gott, z, радаи 


+f (0e ROG, z, Vody 
«f. Gs, z, PY WY 
faf, etm в, DUC, Das, 


其 中 (т, z) -| Кт, z, yo (y)dy. 
Ig 2.2.10: gv) fe 


ша}, Got, o, рО) бурба), 


pe 


mf af, Got m, =, DU Gs Way —0, 


m 
从 而 limf GG, z, урду Срба). 
定理 证 毕 . 8 


$2.9 ADEM Cauchy 问题 


对 于 热 算 于 (-2- 一 22 ) 来 说 ， ашина 
Cauchy 问题. 引入 基本 解 的 概念 的 目的 正在 于 此 ， 对 于 Ouchy 
问题 来 说 , 解 的 存在 性 最 为 重要 , 因为 解 的 叭 一 性 可 以 作为 它 的 扒 
论 能 经 易 地 导出 ( 见 定理 2.3.2 的 证 明 ). 

- 定理 2.3.1 (Cauchy 问题 解 的 存在 性 与 正则 性 ) x GS 
是 级 初 解 ,b>4， 令 
G=Levi(G), 
对 于 任意 连续 的 p(s) 和 任意 的 f(t z) СОКО, oo) x M), 124, 
热 方程 名 Cauchy 问题 


20 вихована 。。 жан 
(Ba Jut, 2) =F, а), т>, 
tim e(t, а) =p(2), 
有 下 列 解 : 
aa, o) [, GG, s, рву 
CUN G(t—v, z, y) fv, y)dy, 
FE TG, z) € C*((0, oe) x M) NOO, oo) x M), 
S (R) [1 
其 中 s=min [5], H]). 
证 明 HF 
Gt, e, y) «Gt, z, у) + (Go R) (t, а, у) 


6G, o, tj, Gm =, DEC, z, d 
(693) f) а) 
ef anf, (6000-5, =, Gr, рву 
=[&|„ af” ej Gy —7—s, », z) 
x (s, z, fen, de 
-fiau f dz Ku) Golt— u, m, z) 
ой) б de, 
x K(u—x, z, y) fG, Wy, 
ie PG, а) =] Kt, а, PEIO, co) x М), 
QG, у=] ar] E Gu, m, Wf, d 


€O*([0, co) x M), 
-— ( )x M) 


utt, =}, Gv, o, Do Gy 


fiae], @G—=, m, РС, y)dy 


$2.3 MOERS Cauchy 问题 9: 
" 
+) Go 人 一 z, WF (z, Фу 


2 fiae, ват, s DAC, nay, 

因此 出 定义 2.2,1 知 

аб, a) ECCO, se) x MD NOCO, со) x М), 
并 且 

($2) ut, a= | C2 a )e«t, z, рад 

+(PG, 2) f, 2) QG, 2) 

fiti (err a9sG_z, m, y) PC, efe 9) 

tQG, y)dy 

mfy st, x, ОРАУ (PG, s) +S, z) +QG, 2) 


+], mom e, (PG, g) 

mem 
+fG, 9) QG, y)dy. 

3€ PG, з) QU, z) EX. Est, 立即 可 得 

(Zajic, 2) —0, 
EMEP, | 
定理 2.8.2(Üauchy 问题 解 的 唯一 性 ) 如 果 

u(t, z) CO*((0, o) x M) NOTO, eo) x M), 


ә 

иша Kata уша, а) —0, 
u(0, z) —0, 

WJ u(t, z)=0. 


证 明 RIEN: 对 于 任意 的 0" 的 pE T'(E), 
f Ф@), wt, ds =0, Vi>0. 
由 定理 2.3.1, FED, z), 使 得 
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(^ yo, 2) -0, Vt»0, 
Ф00, а) рб). 
于 是 对 于 0<r< 有 

>], 7n 2), ulr, n 


-fy (ram ©, чт, z) az 
+Í, (at-s, 2), Zua, z) ys 

=f, AG 5, п), ufe, аве 
+f, «001—1, a), — Alr, zyyde 

mf, ‹&Фа—+, а), ule, ode 
+|, 4872, а), иба, dst, 

从 而 
fa 00), та, ауага | «роя, а), uo, аве 


-lim fa CBs, 2), u(x, ойо 
=0. 
于 是 定理 得 证 . 外 ` 
39.9.8. 4 ul, -) СТЕ), Vt»0, Н o =uG, .)® 
于 变量 1 是 连续 可 微 的 , 则 上 述 唯一 性 定理 仍然 成 立 , SECTOR) 
息 记 工 (至 ) 在 内 积 度量 二 的 完备 化 空间 ， 
13.8.8 对 定理 2.8.1 的 证 明 稍 作 修改 , 可 证 得 : 当 p 的 连 
续 条 件 改 为 PETTEB) W, 定理 依然 成 立 ， 
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成 的 集合 。 又 设 向 量 从 召 上 有 内 积 ( 即 E 的 每 一 个 纤维 绽 是 内 
积 空间 )， 故 工 (有 ) 上 有 诱导 内 积 (此 时 需 假定 M 是 黎 是 流 形 . 详 
情 参阅 第 1 章 51.6)， 如果 
A T(E)>I (E) 
Ж Laplaco ПЕЯТ, 我 们 考 嵌 下 列 方程 
4"u=f 

的 求解 问题 ,其 中 小 是 4 的 伴随 算 子 。 ЗРНА, EXON 
程 有 解 ? 解 是 不 是 唯一 的 ?这 个 求解 问题 的 彻底 解决 就 是 以 后 要 证 


明 的 等 式 ( 空 间 DE) BE SEA AO 
Г(Е) - KerdiIm 4*, 
其 中 Ker A= (g€ T (E) |4p-0), 
Im = Á(I(E)), 
E dim(Ker4) «oo, 


上 述 的 等 式 就 是 著名 的 Hodge 定理 ， 由 Hodge 定理 即 可 知 , 

方程 4'u= f HR e> f€ Im 4" ef | ker À, 
ЗЕН ef REIR, 解 空间 的 维 数 等 于 

dim(Ker 4*), 
又 由 Hodge ZMA, 这 个 dim (Ker 4*) fi Bl. 由 此 可 见 Hodge 
定理 实际 上 是 方 程 求解 的 理论 ， 从 而 一 定 是 深刻 而 难 证 的 。 但 是 
如 果 不 仔细 地 看 一 下 等 式 
I(E)-Ker 4 于 Im f, 
还 可 能 以 为 这 个 等 式 没什么 了 不 起 ， 因 为 有 一 个 很 容易 验证 的 下 
列 等 式 
(Im 4^) * = Ker A, 

加 上 一 个 有 限 维 内 积 空间 中 正 交 分 解 的 直观 ， 下 面 的 等 式 似乎 是 
显然 的 

T(E) =Im 2% (Im 4)! —Im A' 4-Ker 4, 
但 事实 上 却 不 是 显然 的 , 证 明 

T(E) =Im 4% (Im А") 

与 证 明 I(E)-Im 小 十 Ker 4 
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有 同等 程度 的 困难 . 关于 Hodge 定理 的 全 面 剖析 ， 可 参阅 文献 
[20] 和 [21?， 在 那里 婚 有 证 明 思路 的 透彻 前 析 , 又 有 有 趣 的 史料 
在 Hodge 定理 我 们 看 到 了 “直觉 的 数学 ”与 “严格 的 数学 之 间 的 
差别 太 大 了 . 

在 这 一 节 里 我 们 将 采用 不 同 寻常 的 方法 证 明 Hodge 定理 . 这 
个 方法 就 是 文献 [14] 中 描述 的 热 方程 方法 . 遗 司 的 是 , 他 们 的 证 明 
TREE, WERT Ouchy 问题 解 的 存在 性 的 讨论 ， 所 以 没有 流 


"п. 
给 定向 量 从 E MERRE обо), 考虑 如 下 的 方程 
[а Уе, 2) —0, Vt>0, 
и(0, а) -9 (a). 
现在 我 们 候 定 热 算 子 ( -+4 neam, Job pun dt 
(这 个 假定 的 证 明 见 第 4 章 $4.2)， 干 是 由 定理 2.3.1 和 定 唱 
2.8.2, 上 述 方程 有 唯一 解 w(t, z), EH. 

u(t, z) € OS ([0, oo) x M) NO™((0, co) x M), 
我 们 把 uG, a) O8 (Tug) (о). Ж ТРИ, 自 此 以 后 ,我 们 仿 
定 4 是 自 伴 的 . 

引 理 8.4.1( 半 群 性 质 ) 7 具有 下 列 性 质 ， 
(1) Tost, ТТ, Т, То, Уы, 220, 
(8) 对 于 任意 的 {>0, Т, 是 自 们 的， 
Gi) 对 于 任意 的 1>0, Т, 是 紧 算 子 ， 即 将 任何 一 个 有 界 
йш. 
证 明 ARAE Cauchy 问题 解 的 唯一 性 (定理 2.3.2)， 易 见 (i) 
mor, Е СН), 由 于 
TD Tie, Т) 
CAT9, Рр р, — АТУ 
= (Те, тар 
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ik 2.2), та =0. 
考虑 参数 变 痪 
Ë =#+r, 
з=ї—т, 
易 知 ә уга а 
A3 tw» 
а 1/28 а 
sax) 
于 是 从 EKT, Tau 
可 推出 Тр, TA» = fü) у), 
即 有 <р, TA» ўт) Тр, Тар, 
特别 地 有 有 «Тур, P - o, Тар). 


ЖЖ Т, 是 自作 的 注意 到 
Тр} ed =, Фрада, 


以 及 GG, =, yeo (0, oo) x M x M), 
故 当 t>0 时 T, 是 紧 算 子 ， 引 理 证 毕 . E 
定理 2.4.2( 展 开 定理 ) мажа ERM LA 
有 度量 及 容许 联络 的 向 量 从 ，4o， ГОВ) 9ГЕ) Laplace 
Beltrami #7: Р, D(E)OT QI) 是 F (Му 线性 映射 ， 并 且 设 
4= 一 (4 十 太 ) 是 自 伴 且 正 定 的 , М 
(1) 存在 么 正 截面 集 {ps, ра, …}c ГОР). GEIGER g, 
ГО) О” ИА, Шр EO" IJ, ILI ALIE AR 
Con p= |, <la), рува ди, ) 
(u) 广内 积 空间 POE) fire de SR СЕУ, WA (pu 
P METUO) ISSUES DAHER H pE T), ГОК) 
_ 中 有 下 列 等 式 ; 


p-p, vov. 
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(iii) (pi, фо, ORE 
App, Taie gs, 
并 且 OKMK lim №= oo 


(UL E OA <<. оо), 

证 明 对 于 任意 固定 的 t>0, Т, 是 自 伴 的 紧 算 子 。 由 著名 的 
Hilberi-Schmids 定理 (参阅 文献 [28] 第 235 31) nf 81, fe T CE) 
上 的 算 子 Teo 它 的 非 零 特征 值 ii( 妇 可 以 排列 起 来 , 使 得 

Lus (0) 1 Las Q2 [< Ls (Р) | 00, 
并 且 相 应 苍 特 征 空间 
Vii) -(o€ T(E) | T - (00) 
ИЛЖ, BEREX. M 
T, Th T, T, 

BA, Ta Т, 838 AET Н, DEGERE RU UR S 
Hl Vi, Vo, ^, SERRE Т, 的 非 堆 特征 空间 (Yi>0)。 现在 
考虑 作用 在 有 限 维 空间 六 ,上 的 算 于 半 群 {Ti|t 之 0}， 通 过 初等 的 
论证 可 得 ; 存在 实数 X 使 得 I 

Т.=6- —YV,. 


由 定理 3.3. 工 (确切 讲 ， 应 由 注 2,8.4) 8, ТЕЕ o CV. 


KE t>0, Tp 是 Cr 的 8k p- e Tay 也 是 Or 的 并 且 从 下 列 计 ^ 


я. 

o- (2-4 ) To-(2 2 Ув) = (Ар dp)o™t, 
得 49 一 Ng 
因为 4 是 正 算 子 , 故 Xiz>0，、 在 每 一 个 六 :中 选取 么 正 祭 洒 后 ， 将 
所 有 么 正 标 架 的 标 架 向 量 排列 起 来 取 作为 {py，y。，…}， ЖШ 
知 定理 中 的 (1) 与 ( 壕 ) 成 立 ， 瑟 ibert-Sehmid 定理 还 断言 ， 对 于 
120, € T(E)M, To [ШШ {ф, р, …} 展 开 ， 现 在 因为 有 

lim Tip =p, 


É p 也 可 以 按 {p,, ра, …} 展 开 ， 这 便 证 得 (it)， 定 理 证 毕生 
定理 多 ,4.3( 耳 0dge 定理 ) ШМ E. À 的 定义 如 同 定 理 
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2.4.2 中 所 述 , MW 
(1) aS (pe T (B) | dp 0L RA ЕЕ # RT, 
Gi) 对 于 任意 的 oc T(E), 有 下 列 唯一 分 解 : 
多 一 ga 十 gp 
其 中 gE p, c Д(Г(Е)), 


证 明 由 于 1L4(T(B))， 所 以 上 述 分 解 必 是 唯一 的 


于 任意 的 pET(B), 令 
Pa— È <р, pop, 


Фа Ф Qs, 
A^ z, S aera». 


x 


A ut, 2) 是 下 列 方程 的 解 


= «p Peg 
7-5-5 
ШЕ 2.3.45 
u(t, z) CO"((0, oo) x М), 
又 由 简单 验算 可 知 
s= 2 е” Ф 
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对 


是 上 述 热 方程 Gauchy 问题 的 一 个 27^ Е. 由 热 方程 Cauchy [ш 


题解 的 唯一 性 即 得 
um, 


А 2-0-0 8, 


oo (a »—- u+ 4u= Au. 


TORGESURODAHE, EFG), 可 由 定理 2.4.2(iii) 直 接 导 出 . 定 


mius | 


在 这 一 节 最 后 的 部 分 , 我 们 将 再 一 次 使 用 定理 2.4.2 (展开 定 
理 )， 以 证 明 热 方程 基本 解 的 唯一 性 (当然 也 可 以 用 别 的 方法 证 此 
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唯一 性 ). 
定理 8.4.4( 基 本 解 的 唯一 性 ) PË M. FE ЛШ. LEGE, 


c) RD cA) ERR OUEC21:0, шети)» 
GG, т, y) Sy m GG, 92, 


从 而 可 知 基 本 解 是 唯一 的 . 
证 明 HEERO, EO, =, 幼 按 特征 函数 展开 ， 确 切 
地 说 , 设 vC E, 


gG, z, g)ve лб, у, oie), 
Xo Av =f, 0), GG, =, ува, 
因为 
de As, 7f, (G), det, z, ds 
=f, 4062, — A0, о, уна 
f, аб), GG, s, ide 


mM, 09), GG, о, д 
=MG, y, 9), 
所 以 Jit, y, v) =h(g, v)e7"*, 
注意 到 JA э, Eo 是 线性 的 , c 


A, v) - nv, 
其 中 用 到 线性 映射 
k(y), E,^R, 


于 是 有 Gt, z, gv S e^o (a) (gn, 
又 由 于 
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аф) -lim. 90, z, айу 


-Š «o [, деб 
和 定理 2.4.2《 展 开 定理 ) 给 出 的 等 式 
«@ тб], Cp), ay 


ая кообу | ma), Gay, 
这 就 给 出 了 定理 的 证 明 ， 莉 


$2.5 Hodge 定理 的 推论 


在 这 一 节 中 我 们 用 Hodge 定理 来 分 别 考察 de Rham-Hodge 

HTH Signature 算 子 ， 设 半 是 % 维 紧 致 无 边 的 黎 曼 流 形 . 
оАо) 5. A (n). ACM)» 0 
Ж de Rbam 复 形 (B5 13€ $1.0), Bip d-0 gm 
(М) - Ker(d, ЛМ) АМ} {a€ Д%(М) |да =0}, 
B'(M) -d(Z** (M), 

Di B*OM)c (М), 
于 是 可 令 HirCM)= ZKM) /Br(M), 
并 称 НС E M BO b Ф do Rham( 上 ) 同 调 群 。 1928 年 公布 的 
de Rham WE. His (М) ХАНЗЕ M 的 以 实数 域 为 
系数 域 的 无 维 上 同调 群 是 一 致 的 ， 因 此 FH%a( 站 ) 是 站 的 拓扑 不 变 
E, 虽然 在 定义 五 ge( 型 ) 时 需要 利用 到 是 微分 流 形 这 一 事实 ， 我 
们 不 想 在 这 本 书 中 过 多 涉及 代数 拓扑 学 , 所 以 de Rham 定理 就 不 
介绍 了 ， 对 此 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [名 和 [li0] 中 的 有 关 章 节 . 
五 人 (下 ) 中 的 元 素 称 为 下 维 同调 元 ， IDCM) B SE XL up BUB. 
ш, 同调 元 就 是 А*(М)р ЖЛ BIA a 的 等 价 类 ， 或 说 同调 元 
是 用 闭 微 分 式 来 代表 的 一 个 等 价 类 .在 这 里 说 w АШ ЖЛ Ж, 
ХЫН «© 2*(М)у, 1985 年 Hodge 发 表 了 一 个 定理 , 断言 每 一 个 同 
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调 元 背 可 用 唯一 的 一 个 调和 微分 式 来 代表 . 我 们 说 o 是 调和 微分 
A, 是 指 
da-0 H 8-0, 
我 们 将 所 有 上 次 调和 微分 式 的 集合 记 作 Ж (MD, 
31982.51 É M 是" 维 黎 曙 流 形 , 则 
3 (M) -Ker(d--8, AF(M)->A"( MD 
-Ker(4, A* (M) AMY}, 
其 中 
Kor(d-- 8, ДМ) A'CM)] (Є ЛМ) | (d--8)a 0}, 
对 于 Ker( A, A (M) АСМ) руу Е, 
证 明 X 
Ж*(м)ус Ker(d4-8, ДМ) + (М) 
CKer( A, АМ) A*(M)), 
故 为 证 引 理 , 只 需 证 明 
Ker( 4, AM) ACM) € P (MD), 
Ж a€ Ker( 4, АМ) A*CM), W 
Да=0, 
从 而 
0= (4a, «>= ((d-F8)*a, ау (44-8), (d+) 
— (da, da + (Ba, Ba» +2lda, Bo» 
= (da, da» + до, ay --2 da, ay 
— (da, day до, So», 
于 是 加 =0 且 3a=0. 
ATTESTA, i 
定理 8.5.8 设 M os HERB CE, W 
(1) SP OD JB BUR ЕН, Hh Em 0, 1, s n. 
(H) 4 如 (31) 表 为 下 列 向 量 空 闻 的 正 交 和 ， 
AM) жм) TA A (M) ) F5 CA (4D), 
证 明 由 定理 2.4.3(Hodge 定理 ) 知 
Ker(A; A*(M) A*(M)) 
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ЖААЖ ЕҢ, 所 以 (让 得 证 、 定 理 2.4.8(i) 给 出 了 
ФМ) = Ker( 4, A*(M)9A4*(M3)Y + ACAMM)). 

由 于 A(4*(M)) ERA (9)) 5 (A(AD)), 
ж Дм) = жм) +A (UD) EB CA (0), 
注意 到 HM), dCAT (4) , (A (му) 
EREE HODHE EMEP, 

Ж 上 述 定理 2.5.2 是 Hodge 在 1985 年 所 得 到 的 ， 它 应 该 
是 名 正言 顺 的 Hodge 定理 。 而 定理 2.4.8 是 后 人 冠 名 的 Hodge 
定理 . 定理 2.5.2 的 完整 证 明 是 Woyl 在 1940 年 给 出 的 ， 

由 定理 2.5.2 容易 导出 以 下 推论 ， 

推论 3.5.8 FIRA 

i, ЖМ) Z*(M) 
诱导 出 向 量 空间 的 同 构 
da HAM) HM) = Z*(HD) / (XD), 

现在 我 们 转向 用 Hodge 定理 来 考察 Signature 算 子 ， 最 终 将 
得 到 : 用 调和 式 来 表现 流 形 的 拓扑 不 变量 Signatare( 符 号 差 )， 

对 子 嫩 维 定向 紧 致 困 演 形 可 以 定义 Signature 概念 ， 为 
了 叙述 方便 ， 我 们 只 对 4 HEE i УИА Мх 
Signature, 虽然 Signature 的 拓扑 定义 早已 为 人 熟知 ， 首 先 我 们 
定义 实 双 线 性 函数 

B, A®(M) x A*(M)—B, 
使 之 满足 : 对 任意 的 .BE A2(M) 有 
Ba, 8)= |eA8. 


容易 看 出 上 述 B 可 以 诱导 出 下 列 实 双 线 函 数 ， 
В. Н Мух H(M) AR, 
ЗЛЕ В, 是 对 称 的 .众所周知 , 对 于 一 个 有 限 维 实 向 量 空间 上 的 非 
退化 实 对 称 双 线性 函数 ， 人 们 可 以 定义 一 个 Signature(4 $ z) 
КЖ. А ЖОЕ, Н (Мун EUIS FAEM 
НАМ) -хфҮ, 
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使 得 (对 于 任意 CX, УСУ, Ж Bo, 0) =0, 
Gi) х ЕВ, 是 严格 正定 的 HOPecO, #040, M. 
B.e, z)>0. 
Qui) 在 了 上 BB 是 严格 负 定 的 。 这 时 定义 В, 的 符号 差 为 
Bign(B,) -dim X —dim Y, 
《为 定义 的 合理 性， 应 证 明 上 述 Sign( 了 3,) 的 定义 与 X, Y 的 选取 
无 关 . 可 是 这 是 线性 代数 学 中 一 个 熟知 的 事实 ， 故 在 此 就 不 细 述 
T.) 
如 果 М ЖЕЙИН, 令 oC (M) 路 次 调和 式 空间 ， 将 实 
双 线 性 函数 B EBEA 0M) E488, 
В. HM) x X (M). 
推论 2.5.8 POR FI š, Ж B, 3628 В, 故 
Bign(B,) =Sign( Bo). 
由 第 1 章 $1.6 的 讨论 知 


Bola, В) =һелв=|Ь ал (18) 
=) 5% *Ё>*1—| „=, «Bodo 


7a, «В», 
其 中 必 BC Ж (М), <<, 六 是 内 积 ， EG, 六 限制 在 Ж" (М) 
上 得 到 新 内 积 4《, Do. <, Уо 与 * 的 非 退化 性 推 知 B, ДЕЗЕ 
退化 的 ， 注 意 到 
sd. ОМ) (MD, 


所 以 当 令 Ха (М) | ао}, 

Y = {а ЖМ) |a= — a} 
之 后 , 就 有 (М) = ХФҮ, 
由 于 Bo(a, В) =a, +ВУо= (Ga, ВУ», 
[i 


(1) aC X, BEY Bl, Bia, B) (a, 18yo = Ke, 
ВУ? = <a, Ву = <s, ВУ, ЭЛП Bola, @)=0, 
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Gi) ща 8€ X Bl, Bola, В) — o, В, MHE X E Bo Æ 
严格 正定 的 . 
(ш) ща, BEY W, Bola, В) = —<<a, В)», WE Y Е Во 
是 严格 负 定 的 . 
于 是 有 Nign(M)=Sign(B)= dim X — dim Y, 
定义 2.5. 和 4 E M E 4k НЕ ЫИ, 令 
ЖОМ) = (a € ДЗИ) |da--0, Sa=0, заа), 
AIM) = (a£ AP (IT) |da—0, 8«—0, «ae —о}, 
并 分 别称 SPP (M) 20 CM) e, АИБС ЖЕЖ E 
Wil X Y). 
3122.55 设 开 是 外 维 定向 紧 致 无 边 察 曼 流 形 , 则 
Sign (M) = dimg (M) — dimna (М) 
=dimo Ker(d--8, A, (M)—>A-(M)} 
= dim; Ker(d--8, A-(M)—> A, (M)], 
其 中 dima, dime 分 别 是 实 、 复 向 量 空间 的 维 数 . 
证 明 BrEA 的 超 结构 ， 它 给 出 下 列 的 空间 分 
ш. 
A'(M) GO — 4, (M) +400), 
САЗ 1.6.10), 注意 到 


一 2 二 3 


r= + A (80-249 (40690, 

故 知 АКМ)@0-+ AMDO 
是 作用 Y 的 不 变 子 空间 .从 面 

AP (OD Gcrm Urn eo 
dE 的 不 变 子 空 间 ， 其 中 ИСМ) а ?次 调和 式 空间 ， 经 简单 
验证 知 ; 5 12k BJ, 
ж P (A) BU (GP OD G0 + anm Qn gov ane, Jot 
m 
Pu HO DOS HM OE + HM EE 
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是 同 构 的 , 其 中 
(P C) 90 + o£ 971 (4) 690)» 
ас 3P (M )gyO М) |та =а}, 
(GP ODGUO-c P Une. 
- ac JP (MD) + ЖН (4) |за ——а}, 
于 是 
dim, Ker(d 43, 4, (M) 4. (M) — dimeker{d -+8, А (M) 


4400) = E ANON 


SS ом) О AMO 


-- dim ( H” M 3630)o— moe HS M )690), 
=dime( СМ) 690) — dimo (7*0) 
-= dim HF (M) — dimg H (M) - Sign (M), 
引 理 证 毕 . H 
习题 3.5.6 设 放 是 饭 1+2 维 定向 紧 致 无 边 演 曼 流 形 , WE 
dim, Ker(d-t8, A (M)->4-(M)}-dimeKer{d 0, A. (M) 
>A,(M)} =0. 


$2.6 指标 问题 


上 一 节 我 们 利用 Hodge 定理 考察 了 de Rham-Hodge 算 子 
与 Signature 算 子 。 发 现 由 这 两 个 算 子 确定 的 调和 微分 式 ( 即 算 
子 的 解 ) 与 流 形 的 拓扑 量 ( 同 调 类 、Betti Hp Signature 数 等 ) 密 切 
相关 ， 因 此 对 于 其 他 的 梢 圆 算 子 ， 当 然 首先 要 研究 这 个 算 子 确定 
的 调和 式 ( 即 算 子 的 解 ) 有 何 含意 ， 可 是 沿 着 这 条 解释 调和 式 的 思 
路 走 下 去 ， 没 有 特别 好 的 结果 ， 这 就 提醒 人 们 需 将 关心 的 问题 作 
适当 的 修正 ， 在 关于 Signature 算 子 

D-d48, A,CM) 5A (M) 
的 研究 中 , 在 dim M =4k 时 , 得 到 的 结果 是 ， 
dim Ker D — dim Ker D* - Sign(M), 
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其 中 D* 是 吕 的 伴随 算 子 ,这 个 例子 表明 数 
dim Ker D—dim Ker D* 
有 重要 的 意义 , 我 们 称 它 为 D 的 指标 , 记 为 ind (D), 至 此 , 现在 有 
理由 把 关心 Ker D(C 调和 式 的 集合 ) 的 问题 改 为 关心 

dim Ker D — dim Ker D', 
事实 上 还 有 更 为 直观 的 理由 支持 我 们 的 上 述 修改 ， 例 如 当 刀 是 
有 限 维 向 量 空间 之 间 的 线性 变换 D. A— B W, 在 向 量 空间 4 与 B 
赋予 内 积 之 后 ， 便 有 也 "，B->4， 此 时 ，ina& D=dim Kor D — 
dim KerD*' # 也 作 变 动 时 是 不 变 的 , 它 恒 等 于 dim 4-- dim BGE 
意 此 时 dim Ker D gk dim Ker D' SR — ERRET), “Fredholm 
积分 算 子 论 ”讨论 的 是 无 穷 维 空间 上 的 线性 算 子 D， 这 个 理论 的 
主要 结论 实际 上 是 关于 ind D 的 一 些 浙 言 ， 当 然 还 有 别 的 例子 也 
支持 考虑 ind D， 尽 管 如 此 ， 真 正 提出 来 要 研究 ind 也 的 人 是 前 
苏联 数学 家 Waltor 和 Gelfand， 他 们 在 1960 年 澄清 了 流 形 上 椭 
EXC D 的 概念 ， 并 认识 到 ind D 在 DD 作 和 连续 变动 时 的 不 变 特 
性 ,指出 它 应 具有 一 种 “拓扑” 性质 ， 由 此 提出 用 “拓扑 恒 * 来 表现 
dis ind D 的 问题 ， 现 在 我 们 把 人 们 称 之 为 Gelfand 问题 以 一 个 
准确 的 方式 陈述 如 下 ; 

É E.F E M ИНИМ, DIQ)ODQ)RAEEXT, 
仿照 引 理 2.5.1 的 推理 , 从 关于 DD DD" fj Hodge 定理 可 导出 
dimKerD«oo 和 dimKerD'zco, 

经 验证 可 知 dim Ker D* = dim Coker D, 
其 中 Coker D=T(F)/D(T(E)). 

定义 2.8.1 d D, ГЕ) OT (P) Je DURCT-, 则 称 

dim Ker D — dim Coker D 

是 也 的 指标 ,并 记 为 ind D, 

Gelfand 问题 “如何 用 "拓扑 不 变量 > 表示 md Dr 

在 解决 Gelfand 问题 之 前 ， 需 要 对 问题 中 的 “拓扑 不 变量 "的 
食 意 有 一 个 确切 一 些 的 定性 的 理解 ， 上 一 节 的 结果 表明 de Rham 
-Hodge 算 子 与 Signature 算 子 的 指 标 分 别 是 流 形 六 的 Poincaré 
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Aic (Betti 数 的 交错 和 ) 与 Signature(4] 522), 它们 都 是 “拓扑 不 
变量 ”， 四 此 初 想起 来 , 解决 Gelfand 问题 就 是 对 Poincaré 数 、 符 
Эн ENT, [BOUT ЧАШ D 党 有 一 个 这 样 的 
推广 数 ， 并 且 证 出 它 等 于 ind D， 事 实 上 , 这 样 的 设想 是 不 够 的 ， 
还 需要 对 “推广 数 ” 有 进一步 的 设想 ， 如 果 把 这 里 的 “推广 ”理解 为 
创造 一 个 新 的 概念 , 使 得 在 特殊 情形 下 ， 它 显然 就 是 Poinear6 数 
与 符号 差 , 可 以 说 这 样 的 推广 至 今 还 未 发 现 ， 但 是 如 果 把 “推广 ” 
理解 为 创造 一 个 新 的 概念 , 使 得 在 特殊 情形 下 , 经 过 艰难 的 论证 得 
知 它 是 Poincaré 数 与 符号 差 ， 这 样 的 层 考 可 能 就 合适 了 。 这 里 
所 说 的 “新 的 概念 "也许 在 数学 中 早已 存在 ， 但 不 影响 我 们 上 述 思 
考 的 方式 ， Gelfand 问题 中 的 拓 扩 不 变量 正 是 指 的 这 个 新 概念 . 

著名 的 Hirzebruch 符号 差 公式 指出 ， 流 形 符号 差 Sign (M) 
E-I RER”, BREW, Æ D 是 Bignatnre 算 子 , 则 ind(D) 
是 一 个 “ 示 性 数 ”对 于 de Rham-Hodge 算 子 Dy 来 讲 , FEAN 
ind( D.) 或 者 M 的 Poincaré 数 也 是 一 个 “ 示 性 数 ”?” 对 于 以 后 
要 介绍 的 Riemann-Roeh AF D RH, F A A Hirzebruch- 
Riemann-Roch 定理 断言 , ind(D) 仍 然 是 一 个 “ 示 性 数 ”” 从 而 可 
UNE. Gelfand 问题 中 的 “拓扑 不 变量 ”应 该 是 “ 示 性 数 ”” 事实 
上 , # 1968 年 Atiyah-Singer 彻底 解决 Gelfand 问题 时 ， 发 党 这 
个 设想 果然 是 对 的 ,- 在 这 个 设想 下 , Gelfand 问题 变 为 如 下 的 ; 

Gelfand 问题 * WAHRER ER ind( D)? 

也 许 只 用 “ 示 性 数 * 不 能 表示 1nd (D), WA Gelfand 问题 * 就 
没有 和 解 ， 但 是 如 果 有 解 ，ind《D) 的 表达 式 可 能 就 不 会 很 难 求 出 
来 .在 下 一 章 末尾 我 们 将 对 此 作 些 说 明 . 因此 能 清楚 地 提出 
Gelfand 问题 *, 标志 着 在 解决 原先 的 Gelfand 问题 上 迈 出 了 一 大 
步 ， 
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自 本 世纪 三 、 四 十 年 代 起 ， 折 扑 学 中 出 现 了 一 个 美丽 的 新 篇 
章 ， 那 就 是 示 性 关 的 理论 . 这 个 理论 在 同调 论 的 基础 上 给 出 了 空 
间 的 新 的 不 变量 。 后 来 陈省身 和 书 依 (Weil) 利用 微分 几何 中 联 
络 与 项 率 的 观念 把 示 伍 类 重新 构造 出 来 ， 也 就 是 造 出 示人 性 类 的 代 
RAKAR. 这 就 是 本 章 要 介绍 的 陈 -市 依 理 论 . 

设 玫 是 儿 维 微分 流 形 ， 示 性 类 的 理论 能 对 履 上 任意 实 沿 量 从 
Ж Ж. ИМЕ НО ФЖЕЕЖ, 对 1 上 复 向 量 从 定义 陈 示 性 类 ; 对 定向 侦 
维 ( 即 m 为 偶数 ) 实 向 量 从 定义 殉 拉 示 性 类 。 所 有 这 些 示人 性 类 缘 是 
六 的 上 同调 群 中 的 元 素 ， 陈 - 书 依 理论 则 是 具体 构造 出 一 些 闭 Ë 
分 式 来 代表 这 些 元 素 . 

Ë E—M AMLEN PARA 

D,D(TM)xI(E)-T(E), (Xr, W)=D:W 
ВНЕЛЕ X 1.4.0, ЖС) 
R(X,Y)AI(E)OI(E) YX, YEr(TM) 
为 R(X, Y) - DyDy — DyDg — Dis vy, 
容易 验证 ВОХ, Y)X-TOER X PY BUR (OD BULL 并且 
A(X,Y)--—R(Y, X), 
上 述 两 个 事实 可 以 从 流 形 的 局 部 来 看 , 车 选取 E BUS SE 3R E 35 
(Wau … Wy), 那么 用 下 式 
ВОХ, Y)(W., o, Wy) (Ра, =, Wa)(X, Y) 

定义 的 QC， 了) 是 取信 为 N ТРЕМА. PERNEK RE 
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T QG ) 是 取信 为 N 阶 拭 阵 的 二 次 微分 式 ， 若 联络 忆 在 局 部 戴 
WHW, …, 人 省 之 下 表示 取信 为 N 阶 矩 阵 的 一 次 微分 式 o HI 
Dx Wa, +, Wa) =ОЎз, =, У»)+ю(Х), 

则 由 引 理工 .2.4 知 
Q—do--e Ao, 
假若 我 们 选取 一 个 另外 的 局 部 截面 基 {Wi，…, ИРА), 那么 必 有 取 
EA N 阶 矩 阵 的 函数 (局 部 的 )9, 使 得 
(Wi, WH) = Wi W3g. 
此 外 容易 证 明 , о Q' 是 联络 与 曲率 在 新 基 {P4，…， Wy) TG 
表达 式 , 风 ( 见 引 理 1.2.4) 
wg mgtg gg, 
Q egg, 
另外 还 有 下 列 计 算 ; 
dà (боо Ac) = (d) о-о Лао =@ Ae c AQ, 
ЖЕЕ н QAo-oADO i335 L0, o], 故 有 
40 =[й0, o], 
并 称 之 为 Bianchi BFA. 
为 了 从 曲率 的 表达 式 马 造 出 不 依赖 于 局 部 截面 基 选 到 的 微分 
式 ， 这 里 需要 一 些 代数 知识 的 准备 ， БАЛИ D 
AEBN, В). 众所周知 , A 的 特征 多 项 式 是 
dei(x1. 2) cione s DM ers DM 4e en C, 
其 中 工 是 单位 方 阵 ， 易 见 对 任意 的 gEGL(N, R). [GL(N, В) 
Je EB) N 阶 实 方 阵 集合 ], 有 
тө, Ag) тА), №1, =, N. 
38 N WERE A HOS DULCEDO SOR UR Bj N Wr BE Q, n (OQ) 
可 以 类 似 定 义 ， 由 于 
Vegi Ag, 
«к r2) =r R), 
这 表明 m(Q) 不 依赖 于 局 部 截面 基 的 选取 , 从 而 由 这 些 rw(9) 可 给 
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H M EREHCE XLI 0 次 微分 式 . 
®%8.11 WE EJE M E—4XUERA, Р ЖЕ 的 一 个 联 
58. 则 称 由 诸 nC MER i 次 微分 式 为 示 性 微分 式 ， 并 记 为 
CO), 
基本 引 理 3.1.2 假设 如 上 , АЈ 
(1) r(D) M ЕШ ЛК, 即 对 n CD) Te E S HIT 
基 下 的 表现 (О) de (0) =0. 
(3) 对 于 召 上 任意 的 二 联络 也 与 D' ДЕЖ M E 6 — + 
(20 1) DA o, H EAM), n 
r (D) -r (D') =з, 
(BD РЕЖАТ, EXE z€ A-C M), 使 
得 тр) 一 gw 
证 明 为 了 证 明 (i), 我 们 引进 “机 化 * 的 概念 ， 设 p(wm1,…， 
2,) ЖЛЕ mi, o, z, 的 品 次 复 系数 齐 次 多 项 式 , dns on, m) 
疝 量 空间 六 中 的 向 量子 , 从 而 pn e, RA o(X), 它 是 
六 上 的 一 个 复 画 数 , MFR 
ФО, X9 
1 e" 
Tum Dn. 9X rii Xu) |ы... 
定义 @:V xex V—C, 
m 
Фури. фат. 


(D $(Xi «c, X) XT AIT Xi, n, ХАВИ. 
D MF, X) -o(X). 
<: А 


m+ 
MERREN, В)5 Ek 2 EJ, NEA Xm £ AR 
pA) AEBN, R), EAH 
&gl(N, B)x.-xgi(N, R)OU0 
DS 
8 PU, …，4m) 对 各 个 因子 А, oe, AS BEREH, FE 
$(A, +, 4) -9( A). Ж, 如 果 (4) 具 有 性 质 ; 对 于 任意 的 gE 
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GLN, B), ogag) ^e (A). ШТЕЙ, 
Q) PAg, rn, gr As g) ACA, 1, Ам), 
由 上 述 G3) ,有 如 下 计算 : 

对 于 任意 的 BEg1CN, ROS 


03| paz) —p(A)] 
dt iio 


2d 
dt 


plet? Are?) 
o 


= | Ganar, s mag) 
m 
d 


- EA, s A, pas OA), А, =s, А) 
=F PU, s A, ГА, В], А, n А), 
Gg) 
钢 在 证 明基 本 引 理 中 的 GD)， 令 фет, 有 如 下 形式 的 计算 ; 
de (9) 400, +, 0) - 3: PA, =, а, 40, о, o, 0) 
2 


FFAA, s, 0,10, o], 0, =, Q) -0, 


式 中 用 到 了 Bianchi {445 42=[а, o], 
我 们 说 上 面 的 计算 是 “形式 的 ”是 因为 在 极 化 多 中 的 变 元 因 

T REM, ӘХ НИНЕ ЕТЖ OR o, 它们 是 以 征 分 式 为 元 素 的 
EBE. 对 于 这 样 的 抵 降 作 计算 时 , 度 处 处 小 心 .经 他 细 检 验 , 上 述 形 
式 的 计算 确实 是 对 的 (请 读者 当 作 可 题 检验 一 下 )， 雍 外 , Яа 8 
BAEN Jo tk. B TIAS GER RER, M 

(а, В] =a NB (=I) ло, 
RRAN: E p=r, Ш m=i, H 

3-0 9" (a, s oa, Го B], mes s вн) m0. 

NUEBDRVEMGD, HERBEM =, WAY RUE D.D 分别 
HEROS o o, DEMRE 

DWa, =, Wa) = (Wa, ==, Ра) о, 

Ра, e, Wy) = (Wa, -, Wato, 
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E Qo —o, 
=o+ ta, 
A; орто Ло, 
г 
于 是 有 ape 


2. 0, = баа Мо ос Nes da [ww аз], 


BU 9007) 009) -&(0) - e) = |. 2.00008, 
BY 


ð , CAD ^ 
ею -站 Ho 00 = (0, ‚уу, s 9) 
` Gi BD 
=E ACQ, ---, Q, dat (а, о], Qi, +, 00) 


DAO, 7, d Qu o, О, o, Qu e 
= 'di iio (Cro 


> 

; 
一 (Q, s Q Q, dQ, Ө, 
бл д» s @ ушу 9? 
> 


SACO, -=, 0, le, е], Qu -=, 9) 
{519(@, 0 о, 0, +, Од}, 
* (第 位) 


lI 
©з 


р (07) -e(Q) =d A (Q, с, o, +, ОЛИ, 
BL 00) -ecned f Checa, nn, o оду 


A TEN GD, WEB | CRA, sos ns QD) ДЫМ 


上 的 一 个 外 微分 式 ， RUE UR PR AR Ш 0, + 
Tay, 使 得 


E 


(I, W, a) = (з, s Wig. 
前 两 计算 中 的 oQ 等 在 新 的 基 下 表 为 OA 等 ， 此 时 有 
б -g7- 0,9, 
a—g7-og, 


АШ (Quos a 00 000, n n 0). 
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xag T paca FM, (x. ny mon, Q) it 可 以 
拼 戌 一 个 微分 式 mr， 于 是 证 得 (ii). 
因为 在 向 量 外 如 上 总 可 以 事 一 个 内 积 4, > 和 一 个 容许 的 联络 
D, SET Ж 
d, 17 - DE, v» -- 4, Dm», V£.5 C FID), 
АЛЕ A GERSSRE(, o Wa) TS 
os 7(DW,, W> aW, W»-W,, DW = —os. 
AXE BI w= (oo) 是 反 称 阵 (其 内 元 素 是 一 次 微分 式 )、 由 此 用 公式 
Q-—do-- o Ло 
推 得 Q 也 是 反 称 的 。 注意 ， 一 个 反 称 和 矩阵 A 的 特征 多 项 式 有 下 
列 性 质 : 
det (АГ А) = det(AI --A)* = det(A] +. At) = det(AI — A), 
即 可 推出 
Мт САУА rs CAM tA) 
SAT (ADA ers (ДАА а (Лун (A), 
对 比 等 式 的 两 端 可 知 , 28 ç 39 ар, 有 
r(A)=0. 
ИҢ ЖЖЕ А CD ЯП) EE. ЗЕҢ {ЕЛЕН ТӘЗЕ 3.1.2. 
由 上 述 基本 引 理 9.1.2 rp HOTA nr (D) E—4- А 6, 
Aie Е-Е Ж, DEEM, В). (站) 表 职 这 一 
同调 类 与 联络 力 的 选取 无 关 、(i) 青 明 只 有 {ra(D)} 才 有 意义 ， 
定义 8.1.8 设 户 是 屠 上 的 一 个 实 向 量 从 , 令 
PE) -(r4(D)) € H"(M, В), 
Ep D E E БЕЖ, ЗС) ЖЩ JA ЕБ 
š 4 Ponirjgin 示 性 类 ， 此 外 把 ra (D) 858 p. (D), RAE š + 
了 ontrjagin 示 性 式 . 
对 于 到 上 定向 的 2b 维 实 向 量 从 ,除去 上 述 的 Pontrjagin R 
TEE XS Bf DLE X, Euler 类, 以 下 作 些 介绍 ， 
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ЖЕД М енор, EE 上 有 内 积 人 4, > 和 一 
个 容许 的 联络 D. TEE E I EE SPORE Z ERW S Wa 
F, JETA 
DW ^, Wa) = (Vi, 75, Wa) 
确定 的 w 是 反 称 的 ， 对 于 E 的 任意 两 个 局 部 顺 疝 么 正 基 {F:， 
sy Жа}, UP, n, Wo, 必 有 取 值 在 SOC24) 中 的 函数 g, 使 得 
Wa e, Й) (ИР, +, Wa) g, 
由 此 可 以 推出 总 是 反 称 的 , 并 且 
Hg 0g, 
仿照 Pontrjagin ЖЕЙ ЛК (ЖИ 3.1.1 J E 36, RTT S| uk 
一 个 异 于 7s(4) 的 不 变量 PICA) T: 设 4 是 一 个 反 称 矩阵 , dE 
BAE Е 的 一 组 基 8，…， 85 由 下 列 等 式 : 
ar AG NBI PEA) Ne Ns 
WIME-WOEPICO. БЯ Р/(А) УЖЖ 8, s s 的 选取 无 
Ж. ЭИ РСА) КЖЕ А 的 法 前 式 (Ffa 值 an)、 对 于 任意 
BEGL(E, R),& (n, =, та) E 
On, се, 92) B = (8, e, бы), 
于 是 
à Auði №, TH 5 А, Bia Bista Ата 
= (B* А. В) „ата ma, 
АШ PfCAY8 Л. Аёъ= Р/(В'- A. Ву, A Ат 
m. Pf(A):de B — Pf(Bt. A.B), 
特别 地 , 当 BCSO(2D) BI, 上述 等 式 变 为 
РАВУ. A- B) - Pf(A), 
ETFI IO BER VEM Л ЕЛЫН HRAST. 
定义 8.1.4 HEEM LEHA ЫА, КЕҢИ 
和 一 个 容许 的 联络 也, 任 取 一 局 部 么 正 裁 面 基 , 令 JED 在 此 基于 
BRAR, оооло, D (3) PAORMEM Eti 
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KAAR боранд) ALIE PRO. 

习题 3.1.5 仿照 基本 引 理 3.1.2 的 证 明 , RE Pf CDO Ж 
的 微分 式 , 它 所 代表 的 上 网 调 类 与 如 上 的 内 积 和 容许 联络 的 选取 
X. 

定义 3.1.6 对 于 上 定向 RARA АН 
容许 联络 D F, KURER РАС) он руа зен а л 的 
欧 扩 5 示 性 ) 类 ， 简 记 为 PICE). 

定义 3.1.9 BM ESE SESA, 2 ETM, WA 
AE EBABUUOS MERSAN, DIC Lovi-Oivita 联络 
V, JEU AUR pV), pTM), PFO), PKIMH M d 
Ponirjagin a4 X, Pontrjagin M X, 845 dE SUBIRE RE 
Ж (ЕЙ ЮЕ BR ПЕЛЕ Ж 538 8 ER IUE ROG XO. 

REGEM E—4-N 维 复 向 量 从 ， 在 取 定 一 个 联络 ( 见 定义 
1.4.4) 孔 之 后 ,对 于 任意 局 部 复 标 架 场 {到 1，…, Wa), 用 下 式 

DOE, +, Wa) (Wa, i Wi) 
确定 到 值 在 g1(W, 0) 中 的 一 次 微分 式 %， 令 
Q =бо+о Ло, 

将 前 面 定义 的 (AARTEN A ЖЕРЕН, RON ERU 


EAR NA) WR de (MAE a) etae ++ 


2л 
TROD. BAR СО) AU CM GO 中 一 个 元 素 (24 次 复 
微分 式 ), 简 记 为 (D), ME c CD) EBI О, 它 所 代表 的 上 同调 类 
与 D 的 选取 无 关 ， 这 个 上 同调 类 记 为 o (E). 

定义 8.1.8 E EM E—4 N 维 复 向 量 从 ,DD 是 其 上 一 
个 联络 ， 则 上 面 造 出 的 cD)、c( 吾 ) 分 别称 为 召 的 第 ;个 陈 示 性 
AMB + Hon BR, ` 

注 3.1.9 RPA pD) PRESSURE 
ЖЭ. {КЕШ ЕНИ p (E) РУСЕ) то (E) 确切 地 讲 ， 分 
别 属于 不 问 的 同调 群 。 

P(E) PIXE) EEM, R), 
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e(E)c H'CM, б), 

由 于 在 定义 ps、 edd, RUER Er HATH ESARTE 
数 , HERG (A) = POA), НАЛИ EST pE), (E), 
@(Е)Є H'Of, 2). 这 件 事 是 需要 证 明 的 ， 不 
过 ， 由 于 在 此 我 们 不 打算 应 用 这 一 结论 ， 所 以 在 本 书 中 就 不 介绍 
了 .为 了 以 后 陈述 方便 ， 我 们 不 妨 把 p (8). e( E). (E) EEM 
为 H*(M, бу KER, W B. pD) eD), e (D)€ A'CM)O, 

定义 8.1.10 设 形 是 一 个 征 分 流 形 , 对 子 M 上 的 任意 向 量 
外 与 其 上 相 容 的 联络 , 用 前 而 的 方法 造 出 Pontrjagin 示 性 式 、 欧 
ERER ERER, 它们 都 是 MERRIA. Z 站 上 的 向 量 从 
及 相 容 联络 的 所 有 可 能 选取 下 得 到 的 这 些微 分 式 集合 , 记 作 

OHF(M)c ACA) GO, 

称 之 为 M 的 示 性 式 集合 ，QHF(C 寻 ) 中 的 元 素 称 为 示 性 式 ， 

Ж 容易 验证 ; 由 集合 OHF( 四 ) 产 生 的 最 小 外 微分 式 环 就 是 
OHF(M) KA, 

X811 设 四 是 一 个 定向 nw 维 微分 流 形 ，a 是 一 个 % 


ARER a € ANEO), WA fya Ж M 的 一 个 示 性 数 ， 


8.1140 ERE SOT f Bre, Be RE JE I ЖЖ JL AT 
方法 构造 出 微分 式 , 并 以 之 作为 示 性 类 的 代表 ， 可 是 直到 现在 , 我 
们 并 没有 证 明 在 本 节 中 引出 的 p.《 五 ), (E), cx 加) 治 是 拓扑 学 中 
的 Ponirjagin. ЮМ. КУЛЕ Ж, 而 且 将 来 也 不 打算 证 明 . 这 是 因 
为 所 和 欲 证 明 的 结论 对 我 们 来 讲 虽然 是 重要 的 ， 但 证 明 中 的 技术 细 
节 一 时 还 用 不 着 . 

统 观 本 节 所 说 的 陈 - 书 依 理论 , 也 许 会 给 人 这 样 一 个 印象 ， 似 
乎 除去 构思 巧妙 之 外 ， 没 有 特别 艰深 的 论证 ， 照 常理 推测 ， 这 个 
理论 不 会 是 深刻 的 ， 可 是 情况 治 恰 相 上 反 , 陈 - 韦 优 理论 奖 示 了 示 
性 类 理论 中 最 深交 的 一 个 侧面 。 对 些 特 作 如 下 解释 ,大 家 知道 示 
性 类 是 肇 划 空间 (确切 讲 是 向 量 从 ) 的 拓扑 不 变量 ， 这 种 不 变量 帮 
有 强烈 的 整体 特性 . 当 向 量 从 限制 在 底 空间 中 任何 一 点 附近 时 , 它 
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总 是 平凡 的 , 故 向 量 从 之 间 的 差别 必然 来 自 整体 的 构成 方式 . 这 就 
自然 使 刻 划 向 量 从 的 不 变量 带 有 强烈 的 整体 特性 .这 种 整体 的 不 
变量 如 何 由 各 个 局 部 的 不 变量 拼凑 起 来 ， 自 然 是 一 个 深刻 的 研究 
课题 。 例如 在 代数 拓扑 学 中 的 Pontrjagin 示 性 类 如 何 从 空间 的 
茶 种 拓扑 的 或 组 合 的 局 部 不 变量 拼凑 起 来 ? 这 还 是 一 个 不 太 清 楚 
的 问题 可 是 陈 - 书 依 理 论 却 能 断言 ，Pontrjagin 未 性 类 可 以 从 
空间 的 局 部 微分 几何 量 拼凑 出 来 , 这 的 琅 是 一 件 了 不 起 的 事 . 如 果 
说 陈 - 韦 依 理 论 是 对 示 性 类 理论 的 新 认识 , 那 是 一 点 也 不 过 分 的 . 


88.2" 示 性 式 与 示 性 类 的 一 般 理 论 


初 读本 书 ， 可 以 越过 这 一 节 而 不 致 有 所 影响 ， 在 $3.1 中 我 
们 对 М 上 各 种 不 同 的 向 量 从 引进 示 性 式 , 示 性 类 的 概念 ， 回 想起 
来 , — N 维 实 向 量具 相当 于 一 个 GLON, DEA, РАБ 
验 的 读者 来 讲 ， 一 些 带 有 几何 结构 的 向 量 从 也 常常 相当 于 茶 一 个 
GEB. ВЕФА, 对 于 一 个 G 主 从 ,是否 仍 可 以 用 陈 - 
韦 依 的 办 法 引进 示 性 式 和 示 性 类 呢 ? 情况 确实 如 此 ， 设 给 定 一 个 
M EB] G 主 从 卫 和 一 个 卫 上 的 联络 [wo], 其 中 

[o] ={oclrE МЕСР)} 
(详情 见 定义 4.3.7)， & O6 REGERE Roek- 
复 系 数 的 mm 次 多 项 式 映射 (注意 , 在 向 量 空 间 上 有 多 项 式 映射 的 概 
念 )， 如 果 对 于 任意 的 gEG,， acO, 有 

e(Ad(go)-a) ^9(a), 
Ий oJEmU RE PA. 0 上 所 有 不 变 多 项 式 的 集合 记 作 

Qoo]. 

对 于 主 从 也 的 任意 一 个 局 部 截面 9: T-> 了 联络 [w] 给 出 一 个 也 
上 的 取 值 在 @ 中 的 一 次 微分 式 wo 和 二 次 微分 式 Ou, 其 中 

9, = do, T [es, av), 


由 于 Q, = Ad(g7)0,, 
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HNF рЄ04«0[6], dy 
Plar) =Ф(0,), 

于 是 io(9,)]o € MF(P)Y 
ЩЩ M 上 的 一 个 2m 次 微分 式 , 记 作 pol). 仿照 本 章 $8.1 的 
讨论 可 知 p([w]) 是 闭 微分 式 , 我 们 称 之 为 p 示 性 式 ， 它 代表 的 同 
调 类 称 为 p TER, WA pP). 至 此 ,可 见 陈 - 韦 依 的 方法 对 带 
有 联络 的 主 欠 也 是 有 效 的 . 

现在 对 陈 - 韦 依 法 作 一 个 小 结 ， 令 
Aul) = (P, (ID UP JE M ER G EA, [wm] 是 卫 上 的 联络 }， 

ZG) -(P;Pj& M Ell G EAT. 

于 是 陈 - 韦 依 理论 给 出 丁 下 列 映 射 : 

OW :Q4«9[G] x fu (G)— 4* (MD): 

(p, CP, WD), 
并 且 在 论证 , eCLo] ) 是 闭 微分 式 , eC [o] ) RE B9 FJ 828 5j Lo] 的 选 
取 无 关 之 后 便 给 出 映射 
OW, Сао] x Bu (G)-»H* (M, б), 

WM OW 5 OW, 构成 了 示人 性 式 与 示 性 类 理论 的 一 种 标准 ME 架 , 
在 代数 拓扑 学 中 对 于 更 大 的 集合 ZORTA E LOW, (G 
这 种 代数 拓扑 的 定义 早 于 中 -不依 理论 )， 这 里 的 天 ks(G) 是 对 
EG XB E, M 可 以 不 是 微分 流 形 , 主 欠 也 不 必 是 可 微 的 . 

ЕЛАН OW OW, Н, WEG. G, Жак, 

£,G2G, 
是 一 个 群 同 态 ， 对 于 任意 ( 刀 ，[o])Eegx(GD)， 定 义 (Po [0]) € 
Ju Go) T. 
P = Px G, 
Oo, ~ АСУ) E, i fog dg), 
Ж P x Go 的 定义 见 第 1 章 $1.4 HANG E Go 上 的 左 作用 
由 下 式 给 出 : 
GXxGo>G: (g, а) (д), 

co 是 Po 的 一 个 局 部 裁 面 , 它 表 为 
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о= (с, fo), 
XE c, UP REA P 的 一 个 局 部 截面 , fo. D0->Go 是 一 个 映射 ; 
+40 是 在 第 1 章 注 1,.3.7 中 定义 的 。 容易 验证 : Po 是 一 个 Go 
EA, 
[0] 2 (6,,| es C MF (Po)} 
是 Po 上 的 一 个 联络 .于 是 我 们 定义 
Es Hu GAu (G0): (P, [oJ )H>CPo (01), 
£= Gu (G) Фу (бө), РР, 
35r h E G—G 可 诱导 出 李 代数 的 同 态 
ё. 6-6, 
进而 诱导 出 E, C(8,1 0 (8; popok, 
HR АЕН. 829 
£u Сакоо] (А40 [e] . 
现在 我 们 陈述 CW 与 OW, 的 一 个 重要 性 质 ( 见 下 列 命题 )， 
命题 8.2.1 d£ G->Go 是 一 个 李 群 同 态 ， 则 对 于 任意 的 
(Р, DEUE), p€ Oo [eu], 
OW (eb, CP, [o])) - OW (0, £P, [9])), 
ОТ (2%, P) =0W Ch, £4(P)). 
fri 3.2.1 的 证 明 直接 取 自 陈 - 韦 依 的 构造 法 ， 故 不 细 述 了 . 
3188.92.8 E G-GL(ON, R), B—^- G XA P udi 
FON 阶 实 向 量 从 EBD 
E=PXx gus mB”, 
WP LEARE ORATE Е—1-Ж D. ЖЕЕ 
唯一 的 PE COG], Bri xETHEXERUCP, (91) (9), 有 
PD) =OW (р, CP, (01)) € As (M), 
РСЕ) -OW.(p, P)E H*(M, €), 
定义 3.8.8 我们 把 习题 3.2.2 中 的 PiE Oeo. Ro Гоу (N, 
及 )] 称 为 第 i 个 汽 Pontrjagin 示 性 类 ， 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 汽 欧 拉 类 和 汽 陈 示 性 类 ,C4%9[@] 的 结 
梅 是 简单 的 , 熟悉 率 代 数理 论 的 读者 会 很 容易 写 出 下 列 这 个 等 式 ， 
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CHE] = eer], 
其 中 (G) RE G BJ Qartan PARA, W (GÆ Ө 的 Weyl 群 . 对 
于 许多 G, Sj OO [6(G0 ESTE, TARTE HEREIN OE 
COSOI ЊЕН Bé TCG 是 极 
ХУТ, WA T ао й 909). A 

С [8]-c"9[916)]- c" [2 ] 
e A 
C" [z]-cri 

是 交换 图 表 , 其 中 

i: C [$(9)]20[9(6)] 
RARR. 56-9100, КУО, Or, 0161816, 
м ару Ч, 755, EARRA. KEW а, с, spy; 


qo cs Ys ПОЕНЕ, 容易 看 出 陈 根 的 某 种 “对 称 的 代数 多 项 式 ” 
恰好 属于 上 而 嵌入 :的 像 集合 ， 因 此 可 以 用 陈 根 把 握 泛 示 性 类 . 
Borel-Hirzebruch 曾经 使 用 陈 委 作出 过 重要 的 计算 . 

在 结束 这 一 节 之 前 ， 我 但 希望 用 示 性 类 的 知识 回 过头 来 考察 
$823 $2.0 f if Gelfand 问题 ЖЛЕ PCR BJ Signature 算 子 
探讨 如 何 解决 Golfand 问题 *( 我 们 当然 先 假定 Gelfand 问题 * 有 
Ж). W M E Ab 维 定向 流 形 ，Signature 算 于 

D(M)=4-+5, A, (M) A (D) 
WEGE 1.6.11, 4 
GL'(4b, B) -(AC GL(4b, R)|detA>0y, 
GLI) -M EX sn ЖД. 
BX GL'UP)R— 4 GL'45, В). 不 难看 出 , Gelfand fs 
题 * 有 解 实际 上 等 价 于 下 列 事 实 成 立 ， 

“存在 泛 示 性 类 Lc emen воротар 及 )]， 合 得 对 于 任 

意 的 4E ФЕ M, TEE, 

ind D(M) -CW.(D,, QT Q) [ME]. 
ШВОВ) дЕн, NOV HUB IEEE 
XT ind DD MEUS ЖЕУ B, D, 便 能 确切 地 求 出 来 了 . 关 
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+ ma DDR RERO T c 

(1) њаро) = њар), Дир И жч И 反 定向 的 
流 形 . 

(ii) паро, x M.) =ind D(H) nd DS), Z+ s 
求 出 БЕК, АЙЕ LOST ind DD (ig stp AE 
为 一 些 复 投影 空间 的 不 同 乘积 ， 便 能 很 容易 定 出 Ie 这 在 解决 
Signature 算 子 的 Gelfand 问题 上 显然 是 决定 性 的 一 步 ， 对 于 
一 般 的 椭圆 算 子 , 假定 存在 类 似 的 泛 示 性 类 , 事实 上 , 对 求 出 ind D 
的 表达 式 也 是 很 关键 的 、 因 此 , “存在 泛 示 性 类 "这 一 想法 完全 可 
以 和 一 些 用 来 证 明 Aityah-Singer 指标 定理 的 物理 想法 媲美 ， 可 
异 人 们 不 重视 它 ， 也 许 这 个 思考 方法 不 够 奥妙 ， 宇 子 如 何 论证 
Gelfand 问题 * 有 解 , 那 只 能 硬 碰 硬 地 去 证 明 。 在 Signature ЖОР 
的 情形 ，Hirzebruch 利用 Thom 的 配 边 理论 去 论证 的 、 这 个 配 
连理 论 的 推广 造成 了 Atiyah-Binger 指标 定理 的 第 一 个 证 明 ， 


$3.8 陈 根 算法 


„ 在 $3.1 中 引入 Pontrjagin RER mr(Y) 和 欧 拉 示人 性 式 
РУ) QUE 3 1-08, TRUST depot aC )5 PA ) E 
$3.2 中 把 r C D PAO WIEROSC PO] p TR, 进而 又 解释 
为 Cro (st ODE pb f zt, 以致 可 以 用 “ 陈 根 * 来 表示 它们 .如 
Rupee pnm, REIS UHR DE IR UR 
性 式 的 命名 法 ， 也 就 是 说 抬 以 人 各 命名 的 示 性 式 换 为 用 “对称 "多 
横 式 来 命名 ， 例如 把 第 个 Pontrjegin BERKA EQ 
Pg RER, KEM s, o, ийй, ` 

定义 3.3.1 REM LU EXNEA XREF 
лаа NPR A EVER D, Ф u, o, w 为 陈 根 ,在 以 
фа, s 28 IERI WRI Poly us, =, ule, 3а u, s, 
x 的 初等 对 称 多 项 式 为 


isu tuf, 
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оз= i, 
& 


eui ut 
并 记 pf = hh, 
作 映 射 £, Poly[oi, ^, оз, pf) ОНЕ(М), 
使 得 Elo) =рКР), Lpf) =p] D). 


那么 当 c cPoly[os, +, oy, pf], BEA oc EA, 
519832 假设 同 定义 3.3,1， 又 设 了 是 一 个 pt(D) 与 
pf (D) B nix, Bp 
f=fOQ(D), s pD), pf D). 
如 将 下 式 ， 
(Qu) =; ати, (0s — 0 t01) e) 


RAF ERER, 得 到 Poly[z:, ---, а] eX c, BU 

(1) c€Poly[e;, =, о, pfh (1) 是 0- 示 性 式 . 

WORT бз E 20 阶 方 隆 ， 它 的 第 (i， Пл 1, 而 其 余 元 

ZIE 3.9.2 与 定义 3.3, 半 几乎 是 同 语 反复 , 故 不 多 说 了 , 请 读 
者 自行 验证 . 

28.88 EARMS ота А, 照 通常 理 筝 就 是 把 示 
BER f REOR BR ui, …, u Фо. 所 以 定义 3.3 江 实际 上 
ЖИЕ" 但 是 在 引 理 3.3.2 中 情形 有 些 不 同 , ARER 
许 将 陈 根 当 作 多 项 式 变 元 参与 运算 ， 这 是 一 种 “ 陈 根 算 法 "， ЕЙ 
切 定义 陈 报 算法 之 前 ， 应 对 引 理 3.3.3 仔细 考察 ， 在 引 理 中 用 到 
等 式 


De (О) - Xm Pu hanay, 


ЖЕ БОЖЕ ЫЕ. З О АЗСА И, MEWE 
VEL, nr, шщ АНЕ. АЖЕК ЕЙ, 左 端 与 右 端 是 
不 同 的 对 象 。 如果 读者 忆 起 第 工 章 $1.8 的 例子 , 那 一 定 知道 : 对 
PIPERS ri, oo, "ri 的 二 维 球面 的 习 积 空间 M 一 8?(rz) x … 
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х S*(e), ВНУ 
A= (2) = $ овална Вала) 


《参见 习题 1.8.2)， 与 等 式 (**) 比 较 之 后 , 似乎 可 以 得 到 


1 
M, = Mp Os NOn. 
€T, 


注意 到 120, (оао) =0, 
所 以 等 式 (*+) 不 能 按 常规 理解 。 根据 等 式 (+*), 我 们 可 以 把 也 看 
成 是 拟 的 二 次 微分 式 . 

定义 3.8.4( 陈 根 算法 EA GL MR 0000) 
用 等 式 (wx) 代 入 ,将 Q, ol B us, ee, zw RAN ЖИЙИ 
子 进行 形式 计算 ， 最 后 再 按 定义 3.3.1) ffu, o. w ИШЕ] Qu, 
便 得 到 一 个 包含 Qu 的 新 算式 (Ор. ERI Q É B Q. 的 方 
法 称 为 陈 概算 法。 

注 8.8.6， 陈 根 算法 的 极 有 价值 之 处 在 于 通常 有 下 列 等 式 成 


Ma 
9004) =Q (Ru). 

当然 这 个 等 式 不 一 定 必然 成 立 , 即使 在 成 立时 也 须要 另外 论证 .在 

第 6 章 中 证 明 局 部 指标 定理 时 ， 我 们 用 了 陈 报 算法 ， 在 那里 读者 

会 对 陈 很 算法 有 一 个 更 具体 的 认识 ， 

陈 根 算 法 为 什么 会 导出 正确 的 结论 呢 ? 这 是 有 点 奥妙 的 .但 是 

单 从 算法 上 来 讲 ， 它 和 上 一 节 提 到 的 “存在 泛 示 性 类 ”的 那个 不 其 
身 妙 的 想法 却 是 “ 李 生 兄弟 ”. 由 于 陈 根 算法 中 的 Q(85) 必 是 示 性 

式 ,因此 假定 8 一 QQ МАШЕ Q 是 示 性 式 , 换 句 话说 ,假定 

Ф=ОЗ/(Ь, CP, WARE $ 3.2 中 的 记号 ). 

对 丁 从 一 个 复 困 而 元 长 的 算法 求 得 的 Q 而 言 ， 采 用 “存在 泛 示 性 

类 ”的 想法 时 是 选取 足 吏 多 的 简章 的 (P，[w]), 算出 相应 的 Qo 

DERD 而 采用 “ 陈 根 算法 ” 则 是 辕 定 一 个 特殊 的 (了 P, [o1), 在 

算出 Qo 的 过 程 中 将 曲率 换 成 陈 根来 算 , 最 后 换 回 到 Qi( 自 然 地 定 

ED), KURERE FERR ERRA. 


# 4 = 
MP 拟 基 本 解 及 应 用 


在 第 2 36086 $ 2.2 中 我 们 建立 热 方程 的 基本 解 时 ， 曾 把 级 
初 解 的 存在 性 留待 本 章 来 证 ， 因 此 本 章 的 第 一 个 任务 就 是 着 手 解 
决 此 和 问题。 证 明 初 解 雄 在 的 关键 是 一 个 MP 秘 基 本 解 的 概念 ， 它 
是 在 1949 年 为 Minakshisundaram-Pleijel 引进 的 一 种 特殊 的 
拟 基本 解 (参见 文献 [15])， 事实 证明 MP 拟 基 本 解 是 非常 重要 
的 ， 它 不 但 能 给 出 初 解 的 存在 性 ， 而 且 能 建立 基本 解 的 渐 近 展开 
Ж, 从 而 给 出 椭 贺 算 子 的 局 部 指标 的 定义 。 本 章 将 对 MP 拟 基 本 
解 作 全 面 的 讨论 . 


$4.1 MP 拟 基 本 解 


апай, EEM LABEA, RENA- 
内 积 和 一 个 容许 的 联络 DESIN 2.1.2 前 证 明 中 有 定义 )， 出 定 
ЖЯ 1.5.2, Ж Laplace -Belirami 算 子 do, 它 表 为 

®-$ур(Е„, E), TODA T OD, 


上 式 中 的 (Eo, Бу} AWRA E {ИИЙ ЖЛЕ ҖЕ, LR 
FIDQODOTGDE S (M) АНИЯ ИКАН), 
Вант. 令 

4A- — (Ay F), 
易 见 它 是 自 伴 的 Laplace 型 算 子 ， 我 们 考虑 下 列 的 形式 宕 级 数 的 
REEERE, v, ORE SO. 


HAUS v, D ciue BRUM Ве, 
obit y BAR CIIMEAUA, реро, D JE ES y MEM, 


124 MP 拟 基 本 解 及 应 用 第 4 章 
n=dim M, E,2271(y) KE E ШИЖ $20 以 及 
UUE, y); Е.Е, 
ЖАНЕ ПТК УИН Ses cwn A M; 
(Zea. v, 99-0, 

Hh ERRER CE, H.G, у, £)v 是 在 看 成 上 和 9 的 函数 后 
再 进行 上 述 求 导 的 . 

在 二 点 的 单 值 邻 域 Oe 内 , 选 定 以 专 点 为 心 的 法 坐标 系 ， 设 点 
y ARERO n yo, 于 是 


p- VIFF, 
我 们 在 0: 上 取 定 一 个 光滑 向 量 扬 
4 - ЕД o 
жа s-r, үр}, t-aog), 


这 时 我 们 有 
ә c 7 Euro 
are о DeC) eroe v 
* pev, 03 


"Uy iG cive, д», 
接着 由 第 工 章 定义 工 .5.2 知 ，; ШФ) EE NS 时 , 有 
4H. (t, у, Do - (A) È 0E, pe) 
32 $0. у (Sav, ov) 
+ À (Seno, уу»), 


JUBRU, e, ПОЛА АИЯ. ПН, n, EL) 
FEAE 点 的 测 地 线 平行 ， 那 么 由 推论 1.7 .3 (高 斯 引 理 ) 和 引 理 


$41 MP 氢 基本 解 


17.4Ж 
BoB(p) =D (e) B.o 9 (p) (Eu, 3) 


= Ya 
=Ф/(р). (Eo 3 >= Р; E) 
=Po): de. 
000). (8, > а Ea) 
k 223 
从 而 关于 AH.G, y, v 等 式 右 端 第 二 项 满足 
з È ana v. (S evo, vv) 


— 20 (p) PL 35 y, (È PUG(£, 0») 
Bee ^а), 


其 中 用 到 d-X 


HT 
4Ф®(ю) = ХВЕ, (р) — (уз,Е.)Ф (р)} 


EXE 9) Eup) — 9 (9) (У».Е.)о} 
= ХФ" (р): (Bap)? +D (p) Es Esp 
— d (p) (Va Ea) p) 
=Ф"(р) unt dop， 
Фо) ue £)-9w (=£), 
Do) - e) (9v (- 3) 


1 
=Ф(р) (Z= PT 3) 
以 及 引 理 1.7.11, 有 


Ao Tila i „ê 
w= Go 


з -Bp D. 
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所 以 4og(p) -ai{( E x) gatieve, 


($c PH, y, O 


-50 EC 
-x(- g) vion yeno, ўз) 
-oo {441.441 зр) 


X (PU (£, уу) 


=0(0) (v + 18). 1. yog, уу» 


Sen M gv 


- Ge FU, ууа], 
因此 上 式 成 立 就 相当 于 下 列 公式 成 立 ， 


(varit 38 рө, yo Cue ry, уу» 
@=0, 1, 2,4, 
ARAR U(E y) 0, Кар ЕЗЖЕ НОК ШЕШ, 
33 41.3 BEEE, 则 关于 (PIG JG =0,1, 
а, сувга 
vitit уо) = (A: Руану), 

#-э(уу=0, 
ае) ov, 


有 了 唯一 解 , 其 中 Elo, X E fe E S BAUER EROR D. 
证 明 由 于 
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E 
AEA -(s yr * в) AG quo 
Tp (dat. Ye pi G. qn 
= jai (s+ a+ va yeo, 
故 方程 化 为 vat К quo» обй (dt PIKSI; 
di Des; 
UE) =v, 
显然 , 这 个 方程 有 唯一 解 ; 
dro) ао), 
o'i) 


[o enfe Qo 
1 


b $7 Gy) fH sat P) Gs 
ы; 


&®(уу= 


(421), 
从 而 引 理 得 证 (上 式 中 记号 /4 EIE, ERA ИЕ E E y 的 测 地 
线 所 作 的 平行 移动 ). Ш 
X412 我 们 把 引 理 4.1.1 中 方程 的 解 y) EE 
TOE, yje. WER (9y) 线 性 依赖 于 v, MA 
7%, 9), E,E, 
是 线性 上 映射， 令 


ILU y, Deria BIG, 9, 
JH BET 2 十 4 的 MP B AU, 

EALS 类 似 于 МРЕЖИ ОЛ Н E E 
# 但 是 把 分 析 学 中 的 这 个 概念 引进 几何 学 却 不 很 容易 , 所 以 我 们 
和 之 为 MP MEAM, FINA MP ROCERHUE T RUS. 


128 MP 拟 基 本 解 及 应 用 Bim 


$4.2 初 解 的 存在 性 
我 们 截取 MP PERN, 


Hy, y, "p àv UE, 0), 
ЖЮН RA 
g,MxM-R, 
使 得 9 lar-pa — 0, 


其 中 * 是 一 个 充分 小 的 正常 数 DG 3231 fa BE є 邻 城 妈 
Рв) - iy, E)E Mx Mip(y, £) <s), 
TR 9(y, Hs, y, Ej B, 
对 于 任意 的 (y, € M» ML 和 任意 的 20 KARN, 
$8424 X4 60, y, 0-00, ОН, v, O, M 
9, DIET — CAP Sk RR om 
N>, LI 分 一 人 的 整数 部 分 . 
Em RARER REELI pRO). 的 
ERAR RET. DREHS 4. 的 计算 , 可 知 
(E - Cer yrs, у, 0» 
о 
Gy 
шїї 4.1.1 Чий UE, у) WEER, MUDE, y) 关于 名 
Ж О" №, 故 在 任 细 考 虑 + 一 0 处 可 微 性 之 后 , 即 得 
Ñ- (tE) Not, ӘН»@, g, 0) 


£P S EF)UOE, yw, 


&oU Tto, oo) x Hx м), 
从 而 (让 ) 威 立 ， 由 于 


Mt ir 
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[Qs v, оле dt 


> x 
-& | de ve DU, DE, ot, 


放 为 证 人 ,我 们 将 分 别 考 虑 上 式 右 端 各 项 ， 令 
1,(§) -eXiet, 02). 
тананЕ яне 


r | a DCE, DIE, да 


АЫ: 


шт м- м {е^}, тота воная, 


+. ё 
еш” 
Г: ` lim * =0, 
i, pt? 
且 这 个 极限 对 (y, 中 是 局 部 一 至 趋 于 零 ( 即 在 (y, о) 的 一 个 邻 域内 
是 一 致 的 ). 
JR, 5, 2) ЖМ EU y Arnob EE SR, Aye 00 
HEIA (a, o 60, 那么 


E "TL = ME Xe, 0) 


xfG, a) AS (0202, x) 


-ip efe ат UW 468, 0) 


XfC/8 B, a) det]. me df, 
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易 见 上 式 收 敛 到 
Te(0 0f(0, о) =U y, Wf (у, a), 
并 且 关于 (yo 是 局 部 一 致 的 ， 至 此 可 见 (iii) 成 立 . 
Се) Е Е, 1—0 或 1=1 的 情形 , 可 直接 由 (过) 推 
得 . 对 于 一 般 的 1, 我们 用 归纳 法 来 证 ， 设 
g, 2, y, à) CO([0, oo) x M x Mx N), glt, т, y, a) € Es, 
我 们 要 证 


WG, z, o) clim de | Gut т, б, z, э, OW 
coU (to, e) x Mx N), 
换 句 话 说, 是 要 证 明 下 列 的 侣 ) 5 (22. 


@) viWG, z, а) coL 17 (00, eo) x Mx N), 
dip X 3& M E—A О” BR. 


|. WG, s, oo Y T7 (to, oo) xr x 32. 


考虑 到 Gt, y, E) =9(Y, 2) Hnlt, у, 6) 


- 


-— УШ Palt, у, ©), 
其 中 Vt, y, E) =p, o Seve, 9, 
因此 CO 等 价 于 下 列 (T); 


@) vil G, s, о) coU £17 (to, 9) x MXN), 


其 中 W(t, z, a) =lim [7а s [шук usé (z, z, y, e)dy, 


gG, e, y, а) CO'([0, oc) x Mx Mx N), F(t, z, y, a)€ En 
JE RÀ p(z, у)>в В], JG, z, у, а) =0, 


令 $G, 2, y) 一 一 
于 是 
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Ух D de [ 26-7, 2, y)g(r, v, y, ady 
"jt ae (abs а, 8G, т, у, dy 
+}, de |„®@—», m s, z, у, tn. 
RO dim | ae [om а, D (Vai G z, s )äy 
存在 并 且 属 于 

cl qo, co xar eo Ud 
现在 验证 

lim |" a| f (тзФ(т—т, z, 8G е, у, оўду 


so Jo 


(0, oo) x M x N), 


eol] (to, o) x Mx N). 
这 个 验证 的 关键 基于 , DC, wy) 有 具体 的 表达 式 . 假若 这 里 的 更 没 
有 上 述 具 体 的 表达 式 ， 我 们 就 不 知道 对 亚 的 奇 性 该 加 什么 样 的 条 
件 以 保证 位 势 积分 W. 具有 要 证 的 性 质 ， 有 了 具体 的 表达 式 , 便 可 
EUR ЕЛАТА Ф HET z 的 微 商 转化 为 关于 y 的 微 商 ， 以 
后 再 用 散 度 定理 将 对 于 多 作 关 于 yg 的 微 商 转化 为 对 于 9 作 微 商 ， 
从 而 可 根据 归纳 假设 完成 上 述 的 验证 ， 具 体 证 法 如 下 : 
在 收 上 固定 一 点 %, 对 于 的 单 值 邻 域内 的 任意 一 点 y, 有 唯 

一 的 一 条 济 地 线 连 接 o 至 y， 令 党 着 这 条 测 地 线 的 平行 移动 为 

f$ Te MT 
XUT Xl ETM, 4 

Y 9) - /1X (9), 

ә 


ЖЛ 1 І ИВ, oe, у) о y 的 距离 ， ETC 


是 连 o Xy 的 测 地 线 在 9 BULL EHRLE жш 0 
显然 有 


y 


e 


182 MP 拟 基本 解 用 应 用 第 4 章 


e уу e 
зе, ea 
B RESTE Ge 17.88 


Үс) (00, 507 


х 00000) (0), GC 


2 
J^ 


c2 
др(, у) 
а 
709 б.) 
--X(»et, 9. 


从 而 
Y (Des, ) -(Y G) 555 


(кә, - rt 


2 


有 时 把 上 式 记 为 
Y (g)e(o, y) = — X (p (z, y). 
现在 考虑 


І 7 | (usb, z, D) Cr, z, 0, OW 
ef anf, Oran, s, Gr, z, у, du 
--[, aj, n 0090, о, | Cs z, y, oo. 

ATHEN ЄМ, Ж E, PREE), =, es (0), FEER 
gG, е, у, в) e BG z, y, адаб), 


其 中 gi, т, y, EEEL, 20) x Mx M x N EBEN, J 
时 有 


I-- 们 ef, (Y (PE, z, )) 


x (бй, £, Y, ajea) Jes 
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уоп 
--E[ ej reuse) 
X ji(s, 2, у, o))e(2)dy 
SÉ wf St, 2, y) 
жї} и ` . 


x Y (Flr, z, y, a) (z)dg., 
利用 后 面 的 散 度 定理 4.2.2, 


rx de f Фа-т, æ, y) 
x (ауу) Y $e (2)dy, ' 
A5 
(divY)-g,--Y ,CO([0, c) x Mx Mx N), 
故 由 归纳 假设 得 


ImIcO Pto, ox Mx Nyco UY 17 (о, oo) x arx N), 
жшк таза. 现在 考虑 


ia 
Ê We, s, a) = lim |, de 


HM в, gr, z, у, ўву 
的 可 微 性 ， 由 于 
р 
2f &| l-r, ©, у)д(т, z, у, a) dy 
ej, Gole, o, 000—8, в, у, оду 


+f af [2 p m v, v) *g(%, z, Y, oy 


-I+I-+J5. 
其 中 r= Gv, =, 000—9, æ, v, addy, 
nip afi dr-4-F)et-u, о, ә] 


X gG, a, Y, o)dy, 
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了 -人 ae | EA Gsm, m, 1 pr, а, y, odd, 
显然 有 lim 1006 os з, o) 60 PIACI, e) x rx 8), 
koea [Z -itr ]eeoxto, o» xat М), 
АШ Nm ec I (fo, о) x MxN). 
最 后 借用 两 次 前 面 关于 V. 的 可 微 性 的 讨论 , 得 到 
tim y eo 21010, so) x M x N) 
CODE (0, e) x AD, 
д pula 
йй Q WG, s, coU Т (o, e xat N). 


至 此 我 们 便 证 得 了 (iv)， 从 而 命题 4.2. 工 证 毕 . N 
1342.90 ҤЕ) EM JE SULUUR S UE, Y EM. 
上 一 个 向 量 场 , 9, MR. 是 一 个 可 微 函 数 , 则 


n (бо | civ gin, 
其 中 gm M йе, div Y XY KRE, 
证 明 ”关于 流 形 上 的 积分 与 散 度 的 概念 ， 请 参阅 文献 [22] 中 
By Sii 本 韦 习 题 T.6.7 HARRER- E. WIB, c, En} 
ЖОМ 的 一 个 局 部 么 正 标 架 场 , 则 
div Y -ÉxvaY, Е), 
其 中 六 是 Levi-Oivita 联络 ， 由 于 
üiv(gY) - 3v (Y), Ер 


=È, EDO) EKNAY, EO 
=Yg+g div (Y), 
上 式 积分 后 , TU OR22] 中 第 199 页 习题 3 立即 得 到 定理 的 证 
m. W 


$4.8 热 核 的 渐 近 展开 188 


$4.8. 热 核 的 渐 近 展 开 
MP 执 基本 解 的 第 二 个 应 用 是 导出 下 列 的 热 核 渐 近 展开 定 
Я. 
定理 .8.I( 渐 近 展开 定理 ) ор, ER M 
上 的 一 复 向 量 从 并 带 有 内 积 与 相 容 的 联络 ， 令 4= (ДРЕ 
义 如 前 , LEGG, z, PERET e A 的 基本 解 , ERRARE 


cy) 


RÍORAMWPMPRURAARGRUEX 1.2). FEN 0 R, 


Gt, š, DA FAMEEN: 
90,6 Halt, ë, E), Маон, 
上 述 渐 近 展 开 的 含意 是 指 : 对 子 任意 N>0, 有 
90,6, -tr Де oD. 

证 明 ДЯ ПАЮ N 来 证 明 . 述 等 式 就 行 了 ， 和 

йи Ф 
96, y, © –р(0, E) HxC, €). 
由 命题 4.2.1 和 定理 2.2,3 知 ， 从 Go 出 发 用 Levi 算 法 求 出 的 经 
就 是 基本 解 ， 下 而 我 们 仔细 考察 Levi 等 法 以 估计 
90, €, © —@@, š, DI. 

只 要 能 佑 出 下 列 等 式 


(Ga, £, £) GG, š, 81-00073), 
JANE A.D. HE T, ET EARS BATE AO 
忒 使 得 对 任意 的 4E (0, T), 有 
IG, ө, DI m (ajat, v, |a 
于 是 仿照 引 理 2.2.2 MEN, Ж 


Helt, y, D- 
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Us, у, UE f an | etim, у, 21 EG s, £) lde 
«Ганау i voan] 
«faster Eg 3. voran] 
tl 
ві 
(x - T) 
其 中 BAT yoM), 


ш s Is as f, Im v, IHE, z, Ms 


<А 


' PTRA EF 
sna P PAB Gr 
| . Я — e 
«AB: паии) 


VEG, v, £) 


tm 


t 


cem (x -faa(ar-2 2) ~ (N- Эт) 


于 是 
EG, у, Di SES у, £1 
< An. 
levi 算法 给 出 了 下 列 等 式 : 
IG, y, £) - G5, g, £)| 
[a | а-я, у, DEG, з, Dae |, 


从 而 导出 


$4.4 梢 四 算 也 的 局 部 沸 标 nd 


a 
x-ha 
, 


IGG, y, £) -Go(t, y, £)] <Р 
于 是 定理 A318: Ë 
IEAS.8 多 留意 一 下 浙 近 展开 定理 的 合意 是 有 意义 的 ， 我 
们 知道 热 方程 的 解 算 于 (参见 引 理 2.4.1)， 
T, I(E)OI(E) 
是 整体 性 算 子 ， 即 对 于 任意 的 YE 并 (如 ) 及 wsE М, (Тур) (а) ЖЕ 
Ноа 附近 的 性 质 所 决定 。， 这 使 得 TD; 的 核 GC, z, y) 也 具有 
FEER EKE, GU, z, 9) 的 整体 性 质 还 有 更 进一步 的 表现 . 
WRU E 用 的 一 个 邻 域 , XET v. ECU, Ag 
Gt, y, ©, 120, 
不 能 由 口 中 的 黎 曼 度量 完全 决定 ， 可 是 MP MERKE HL, y, 
DER RET, 当 避 是 二 的 一 个 法 坐标 邻 域 时 , ELIGO, y, ERT 
以 从 也 中 的 察 曙 结构 算出 来 ， 由 此 可 见 ， 渐 近 展 开 定理 是 沟通 束 
体 研究 与 局 部 研究 的 一 座 桥梁 ， 


$4.4 椭圆 算 子 的 局 部 指标 


在 第 2 章 $ 2.6 中 我 们 介绍 了 椭圆 算 子 指标 的 概念 ， 这 个 概 
念 产生 的 基础 是 Hodge 定理 ， 确切 地 讲 是 定理 2.4.8(i)， 假若 
RNA Hodge 定理 及 定理 2.4.2 进一步 来 考察 指标 这 个 概念 , 还 
可 以 得 到 指标 的 一 些 别 的 表达 式 . 
E D, (E)r (F)E— AW ER T, 4 
D", I(F)OI(E) 
是 它 的 伴随 算 子 ， 考 虑 
D'D,I(E)oI(E), 
DD'I(F)ST(F), 
易 见 它们 都 是 自 伴 算 于 , ТЇ EHE ВРЕ А З, 4 
T,(8)= (e€ P (E) | D'De-—), 


TEETE) DDho, CEP 
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50: 4.4.1. 记号 同上 , M 
(D I4) кетір, P(E)-T (QE), 
TP) = кер", CF) TOI) 
GD 对 于 任意 的 和 >0, 有 
dim T(EB)=dimT,(F)<+oo, 
证 明 仿照 引 理 2.5.1 的 证 明 可 证 得 (i)， 考 察 映射 
D, T,(8)>T (F), 
易 知 此 映射 可 限制 为 
D, TB)->T(F), 
并 且 当 和 >0 时 , ВЫ 
Error, 


FEDE IMER, 
利用 引 理 4.4.1, 可 以 得 到 ind(D) 的 不 同 表达 式 如 下 ; 
ind(D)- dim kerD—dim ker D* 
=dim P4GE) - dim ГР) 


=) im r, GD im n (F)) 


=È fO) (im T, (Е) dim Г, (Р), 


其 中 了 是 定义 在 [0, oo) 上 的 函数 , W E. 7 (0) =1, 式 中 的 入 =0 及 
OLA <io Ж D'DOR DD') it Bote EAR, 
i442 Н DODGE REN, рр, DD 
ТГ (СЕУЛ АЙИН S B] b M ALTETERS, 从 而 上 面 ina( D) 68e 
后 一 个 表达 式 中 的 
Bf Odin T, 00) r (DD), 
Жүр fO DAESI UR E ГОР) EB PETER, tr ERAT. 
因此 在 POE) POP) W ES ЕШКИМ TF, 可 知 
ind(D)--tz f(D'D) ~tr РР), 
上 述 ind(D) 的 表达 式 形式 上 是 十 分 美好 的 ， 可 是 由 于 在 我 们 的 
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问题 中 
dim (И) -dim(F) =, 

因此 这 个 十 分 美好 的 表达 式 需 要 解释 和 论证 ， 为 此 需要 处 理 三 个 
问题 

(D 如 何 定义 算 子 f(D'D)? 

Gi) dtp NOT SFD DIRA? 对 了 加 什么 条 件 可 以 保证 
у" Р) ЁТЕ? 

Gii) 如 但 证 明 

ind(D) = f(D*D) -1r J(DD*)s 
实际 上 , 主要 是 要 合理 地 处 理 (i), Ш ЕЛЕ (11), Gü) ETE ERU RAE 
下 看 我 们 就 一 个 具体 的 了 来 处 理 愉 ， 对 于 一 个 固定 的 :>0, 令 
Ха)", 

其 中 z€ [0, оо), BA 70) 一 4， 初步 设想 ， 碎 D"D) 可 有 三 种 方 
式 定义 . 

D < 

farpy- S d (apps 
(D XTWBSET 
D'D,I(E)--I(E) 
Ин Еш GE 8 2.4.2) дЫ 
TD -eOrn,O), 


子 是 定义 FOX D TU TE), 

使 得 FODD) rua Ад, PG) (E), (>41), 
其 中 (BT 

ЖНА. 


(5 ФУР) 3518 2.4.1 HH T, 只 不 过 在 定义 了 TD; 时 的 
ARA DD, 

在 上 面 三 个 定义 中 , 第 一 个 定义 是 应 该 否定 的 ， 这 是 因为 没 
有 办 法 说 清关 于 mm 求 和 的 收 化 性 问题 , 同时 车 认为 收 合 性 已 解决 ， 
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则 得 到 的 算 子 f(D*D) 只 能 是 局 部 算 子 , 在 这 一 点 上 它 与 第 二 、 三 
种 定义 不 可 能 协调 起 米 .第 二 个 定义 是 直观 并 易 理解 的 . 但 我 们 无 
法 从 这 个 定义 来 了 解 算 子 ADD) 的 性 质 ， 特 别 地 ， 无 法 判断 迹 
tf(D"DD) 是 否 存 在 ,虽然 这 个 定义 在 作 形 式 推理 时 可 能 是 极 方便 
的 ， 经 常 有 人 谈论 硬 数 学 与 软 数学 ， 它 们 的 差别 悉 怕 表现 在 各 自 
对 待 问题 求解 的 态度 上 ， 前 者 需要 有 相当 正则 性 的 解 ， 而 后 者 通 
常 满足 于 广义 解 ， ВЯЛА ОАЕ НИНЕ, 照 这 种 标准 
来 看 , 作 .DD) 的 第 二 定义 极 易 落 入 软 数 学 的 范畴 ， 第 三 个 定义 是 
有 实用 价值 的 定义 ， 由 于 有 热 方程 求解 理论 为 后 后 ， 这 个 定义 属 
硬 数学 范畴 ， 由 此 容易 解答 前 铀 提 到 的 问题 (二 ) 与 (ii)， 由 定理 
2.4.2(iii) 也 可 知 第 三 个 定义 与 第 二 个 定义 是 一 致 的 ( 见 下 列 引 理 
4.4.8), 

3844.8. Т, Жа 2.4.1 Няя, MEETA 
ATERAT, A 

T, etam POET G5, 
Жор ect egy 4.4.2 中 第 二 个 方式 定义 的 f(D*D). 

自 此 以 后 我 们 把 T WA", 希望 读者 认识 到 ， 现 在 的 
“是 按 第 三 定义 理解 的 , 它 和 第 一 定义 的 式 子 

аы" е 
无 共同 之 处 ， 根 据 定理 2.3.1, AF o 是 积分 算 子 , 它 的 积分 核 
A GG, o, y), А 
(e$) (а) = | GG, v, DPA. 

E3444 EMITE, EX M 上 的 具有 度量 及 容 
ИРЕНЕ. 4, P(E)OT (E) 6 Loplace-Beliromi HF; 
Р, DODOT(Q)R S QM) RERNA EEH J=- (2+), 
是 自 伴 且 正 定 的 ， 对 于 任意 的 w.yE М, 选 定 纤维 E, E, LRZ 
XE3E (ei (22, +, ex RU (g), +, Ex(y)), Ф 


16,1, 0) = 2) GG, z, 8) Bo, es), 


$44 Е то е 1а 


ща 19,1400, ВЕН den), ens ена) UG, n 
Е (ууа на )9, 我 们 称 M x M Ets: Is EV 
айба, z, 9) 65 Ж, 

习题 4.4.5 请 写 下 定义 4.4.4 中 提 到 的 关于 1G4]?(w, УН 
验证 . . 
命题 4.4.6 记号 同 前 , 则 
à) ff |G,|2(e, yjdzdy< +o, Vt»0; 


(i) 4 0<)ja<)as… 是 4 的 所 有 特征 值 ( 重 数 为 名 的 特征 
值 出 现 % 次 ), 于 是 


$e" Боо, 
A 


证 明 ”从 前 面 构造 出 的 MP 拟 基 本 解 出 发 , 经 过 Levi 迭代 得 
AGG, ay). KRABI GU, v, 9) 满 足 (i)， 故 在 此 就 不 多 
述 了 现在 我 们 将 从 (推出 (ii)。 对 于 任意 的 %E Ey, £20, 由 于 
Gt, v, y)u 平方 可 积 , 故 由 Parseval ERA 


J 1G, «Wolo «a.u, уз, eode), 
HORROR 2.4.4 的 证 明 , 有 
(f, «8, з, де», рова) Ets v, DY 
бу, oem 
- EX) vem 
7 Set), de 
=), dfe, 
4 s= Eu), W Ө ЖЕКА o kanda, 
X, tete, z, 9) Bal) e 
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于 是 对 于 任意 的 mm, 有 
Zame] раб), preti 


«LE qi), eie td 
Là 218, z, 0,00) Ido 
[ X. s, B.G), eno) 
KIND 
- [| 19,154, бг йу< +оо, 


ШОР, | 
HF T =e 的 迹 定义 为 


ir e 3 (np, р =S ee, 


命题 4.4.6 保 证 tr(e 7) BE CIS ШЕ, ARENE ET е!“ 
RAT. 
$88 4.4.7. 记号 同 前 , 则 对 t>0, 有 


f. iz Gi, z, z)da=e(e"t2), 
证 明 ”由 于 定理 2.4,4 
GG, z, 2-3 Gt, z, m)es(2), ex (2)? 
-È Sempla), вара), е.(а)) 
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= Servo, eo)» 


azi fal 


оиро), (8), 


从 而 n dr G (t, z, z)de => ed kr 6—14, 


命题 证 毕 . Ë 
4.48 我 们 继续 前 面 关 于 ind(D) 的 表达 式 讨论 ， 由 于 
do BE 4.4.7, 


ind (D) = £re-/2* — iyo-t00* 


-| ir. т, ааа f 429-08, z, z)dz, 
x x 


ЖР G.G, z, 0 fI G-G, z, y) АИЫН DD m- 


+DD' 的 基本 解 ， 贞 定理 4.3.1 NI, OC, z, y) G- z, df 
渐 近 展开 式 ， 设 它们 的 渐 近 展开 式 是 

9.0, z, 2) HEG, z, z) Ux È U?G, о), 
至 此 不 难得 到 maD) 的 一 个 新 的 表达 式 ， 

mà). CAS Uf ae v (а, z) de 

《上 式 在 m 为 奇数 时 也 成 立 )。 因 此 有 下 列 定义 

定义 4.4.9 М  ЮШЕ, EF E M 上 具有 度量 
及 容许 联络 的 向 量 从 ; 

D,T(E)-»4I(F) 
ЯТ, 使 得 D'D 和 DD* Hi Laplaco HEF, 则 令 
(1oc.ind(D))(z) 


ase nne UD s) usc 


° ` заа 
ЭКЕ loc ind (D) ЙТ D улу pd kE, 
#4410 由 注 4.4.8 知 
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ind(D) -f 100. ind (Dds, 
另外 , 从 MP EL ARM Hn] A. Rati oe ind(D)) G) R#l 
算 子 也 在 4 点 附近 的 信息 有 关 ， 而 ind D) а AURI B E 
有 关 的 几何 量 ， 这 就 表明 了 为 什么 要 把 loc.ind(DD) 称 为 “局 部 指 
ж”. ПВА 
ind(D) -f (fr G., (t, z, z) — e G_G, z, z))da, 

3E £0 H, (tr G,(t, z, z) Cir G (t, z, z)) , 
RSAT DD 的 整体 信息 有 关 的 量 , 而 且 当 (90 时 ， 它 是 否 有 极限 
也 很 成 问题 ， 这 反衬 出 采用 定义 4.4.9 的 原因 . 

Mekean-Singer 问 题 对 于 什么 样 的 一 阶 桶 贺 算 子 D. Г(Е) 
ЭТ(Р), FP) 5 GOES GE: 

(D lim(trG,Q, z, 2) —te G-(t, а, 2)) 存在 (一 旦 这 个 极 
REE, 则 易 见 它 等 于 loc. ind (Dy), 

(9) 1c. 1nd( D) а РЕВЕ, 

й 4.4.11 在 Mckean-Singer [Ж] л Pe 88 He ES. 
它 是 一 个 函数 

f£ M0, 
使 得 有 一 个 示 性 式 ( 见 定义 3.1.10) 
a€EOHF(M)CA"(MU) DO, 
使 下 列 等 式 成 立 : 
了 一 ao 

ЖОР Hodge * 同 态 * 依赖 的 定向 是 M 在 各 个 局 部 上 适当 选 出 的 
一 些 定向 . 

容易 看 出 , Mckean-Singer 同 题 中 的 (i) 等 价 于 下 列 的 

GY 0000, а) -árU (a, z) =0, Yi. 

Mekean-Singer ЖА вно 在 那 篇 文章 
中 Mokean-Singer НТ HERE OE EN) de Rham-Hodge 
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AT, 证 明了 它 是 上 述 Mckean-Singer 问题 的 一 个 解 . 于 是 他 们 
很 自然 地 猜想 几何 上 一 些 著名 的 糖 圆 算 子 肖 是 Mekean-Singer 
问题 的 解 、 这 也 称 为 Mckean-Singer Ж 38, 1971 年 Patodi RÆ 
了 两 篇 文章 necm， 证 明了 de Rham-Hodge WF, Riemann- 
Roch 算 子 的 Mckean-Singer 狂想 ， 由 于 在 Mckean-Singer ўй 
想 成 立 的 情况 下 ， 经 过 积分 便 得 到 所 讨论 算 子 的 Atiyah-Stnger 
指标 公式 ， 故 人 们 又 称 Patodi 证 明了 de Rham-Hodge 算 子 和 
Riemann-Roch 算 子 的 局 部 指标 定理 ，1978 年 文章 [9] 声称 证 
明了 &ignature 算 子 的 局 部 指标 定理 ， 并 且 文 献 四 在 肯定 文章 
(91 的 同时 ， 对 不 变量 论证 部 分 给 出 一 个 精彩 的 改写 ， 但 是 20 年 
之 后 , 在 文献 [25] 中 指出 了 上 述 两 篇 文章 还 没有 写 明 和 白 , 因为 他 们 
忽略 了 验证 一 个 事实 , 这 个 验证 肯定 不 是 容易 的 , 并 且 它 是 否 一 定 
比 证 明 Signature 算 子 的 局 部 指标 定理 本 身 容易 ， 暂 时 难以 判断 
(参阅 文献 [386])， 氨 今 为 止 ， 还 有 一 个 关于 Signature 算 子 的 局 
部 指标 定理 的 完整 证 明 ， 那 就 是 文献 [24]， 本 书 的 第 6 章 的 一 部 
分 就 是 按照 那 篇 文章 写 的 ， 

1980 年 以 来, 许多 物理 、 数 学 家 们 讨论 了 Dirac 算 子 的 局 部 指 
标定 理 ， 我 们 可 以 从 文献 [9] 中 第 165 页 了 解 到 一 些 这 方面 的 情 
况 。 局 部 指标 定 下 的 技术 扩展 到 粮 贺 算 子 族 、 有 边 流 形 上 的 柳 加 
HT TIRE Morse 不 等 式 等 数学 专题 及 理论 物理 学 相关 研究 
方面 , 构成 了 世界 性 的 研究 热潮 , 蔚 为 壮观 , 
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Clifford 代数 与 超 代数 


在 几何 学 中 有 一 些 著名 的 一 阶 裙 贺 算 子 , 例如 我 们 介绍 过 的 
deRham-Hodge HP, Signature 算 子 及 以 后 要 介绍 的 Dirac 
算 子 、Riemann-Roch 算 子 等 。 在 它们 的 构成 中 皆 包 含 闭 一 种 
Clifford 代数 的 作用 .确切 地 讲 , 这 些 算 子 的 主 项 ( 见 定义 .5.11) 
а 中 包含 了 Oliford 代数 的 作用 ， 另 外 ,在 讨论 10c.ina(D) 时 ， 
需要 处 理 关于 (如 +: 一直 也 -) 等 的 一 些 计算 ， 实际 上 这 是 一 些 超 
代数 中 关于 超 迹 函数 的 计算 . 上 面 讲 的 两 个 情形 是 这 一 章 介绍 
Qlifford 代数 与 超 代数 的 主要 动机 . 


$5.1 Clifford 代数 


RATER OSA (14) RO [20] 07А, FE AEURUG Ж 38 Z EE х 
Olifford 代数 ， 和 别 的 定义 相 出 ， 这 料 的 定义 已 经 不 时 兴 了 ， 但 
是 我 们 相信 它 将 有 助 于 人 们 对 Olifford 代数 本 身 透 彻 的 了 解 . 

XX 5.1.1 Qliford 代数 O,( 一 1) 是 一 个 E 上 的 结合 代 
数 . 它 具有 单位 元 1, Це, n, е, 为 生成 元 , 并 且 满 足下 列 关系 ; 

(> vé, 
eg; — e, Vis j. 

HEL? Os( 一 1) 与 四 元 数 代数 H 是 同样 的 ， 此 同 构 是 由 

下 列 对 应 诱导 的 ， 
eoi, 
bs 


беер, 
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作为 实 向 量 空间 , 0。,( 一 1) 具 有 由 下 列 单 项 式 构成 的 基 : 
| Хема, |144. <бт, OKEN}, 
Ж ҢҢ LO Н], асте, 一 J， 由 此 可 见 
dima 0,0-1) -2", 
在 C,( 一 人 中 可 以 直入 下 列 结 构 : 
(D 一 个 自然 的 内 积 《，>, 使 得 上 述 单项 式 构成 么 正 基 。 
(2) 一 个 标准 的 代数 反 同 构 
( C.C D>), 
使 得 (esse) еы, c 
由 此 可 知 , Ж a, bE O,( 1), JüCa* b)! af Df 
(8) 0O,( 一 1) 中 一 个 2.( 模 2 整数 环 ) 分 次 结构 ， 即 有 下 烈 向 
ЖНА, 
0,0-1) =04(—1)Ф0:(-1), 
使 得 
OCL OCIO), OiC- 0070-02) cO, (7-1, 
Oz(-1).0;(-1)C Oz (7, Oz (-1)- 0, (-1)c 04 C71), 
MN OIC-D 0; (一 4) 分 别 是 由 集合 
fences EOS ICE 
5 leues là 为 奇数 } 
张 成 的 向 量 空间 . 
XX5.1.8 在 Cs.( 一 1) 中 定义 一 些 子 集合 如 下 ， 
(D "JE Hie, …, erj 张 成 的 实 向 量 空间 ; 
Gi) 5 一 {6€ Е" |а, à —-1), op, > 是 0O, 《一 1) 中 的 自 
RARE R^ 上 的 限制 ; 
Gii) Pin(n) ={a€ €.( 1) | EE ta, +, u € 877, 使 得 
aus); 
Qv) Spin (n) = [aG O,(—1) [fpi s, =, ma E77, 使 得 
Gua). 


TEMA Olifford 代数 的 两 个 重要 俩 面 、 其 一 是 它 的 某 些 内 
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自 同 构 的 性 质 , 其 二 是 它 的 表 孙 ， 设 060,01), wap, WA 
чы On —1) —O0,(—1); vv 
这 是 一 个 代数 同 构 , 称 为 0,( 一 了 的 一 个 内 自 同 构 . 
命题 5.1.4 XTA KRHA FAR KRE 
@ Æ ucs, M u, 可 以 限制 为 BB" 上 的 变换 , 即 有 
S"3x RB, (u, u)F>u, (2), 
3t EX v, ER 上 的 限制 是 及 " 中 的 镜 射 . 
Gi) 2i we Spin (n), W u, 可 以 限制 在 R^ EGEA и, а»), 并 
Hule 是 及" 中 的 一 个 旋转 、 我 们 把 这 个 旋转 记 为 pu), 
Gii) 映射 
p: ріп (п) э80(љ) 
ЖЖ, АН. 
证 明 (i) 对 于 wwE 了 及 ", 出 定义 5.1.1 容易 证 明 
шеъ Y= — 24и, 9), 
TEF ues- ER 及 有 
ч„(®) =u veu! =u vu (— vu и, бууш 
=®—2и, vu. 
PES o- 20, DuC R^, lu, TARAA B b, 又 由 下 图 所 
示 , ВЕТ 
шы R°—> R°, тэш, Yu 


ЖЭТ HIE ECT TG HUGE AT. 


图 5.1 
GD 因为 Bs 中 偶数 个 饮 射 的 复合 必 是 一 个 旋转 ， 所 以 当 
uC Spin(n)H], u, [ае 是 R" 中 的 旋转 ， 这 便 得 到 
р: Spin (n) »80(2), a-»p(a), 
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其 中 矩阵 p(e) 可 如 下 具体 定义 : 
(aed, ^, aea) 一 (e t, en) p(a). 
ан) 由 于 В" н D n] #58 BAA GEBERU Lr, 
所 以 p 是 满 映 射 ， 从 下 列 计算 
(е, c, e)p(a*b) = (abe (а), =, abe, (ab)*) 
— (abe;b'a*, =, abeba) 
—a[(bejbt, =, be,b*)]a* 
=a[ (e, +, en)p(b) la 
-[a(6, t, 628] o) 
= [Ces с, ep (2] 9 (5), 
"uA plab) -p(a):p(D), Va, b CSpin(n), 
因此 p 是 群 同 态 ， 著 aC Spin (m), o(a) —1, WA 
(aea, +", ae a!) = (е, s e), 
即 有 абий =, Vi, 
注意 到 aa! 1, 所 以 
e areca, 
BE а=) D Apiti enn 


E ness 
于 是 便 有 ЖА m Б Эу, tren 
由 直接 验算 知 ; 
[— eyes, WRS B ¿€C (a, o, ja 
lee metas HIE STO B i Cs s da 
li, dj s =0. 
从 而 可 知 :4 只 可 能 是 实数 ,考虑 到 as = 了 8A a— 61, Fi 
题 得 证 , | 
下 面 讨论 Olifford 代数 的 表示 问题 .一 个 表示 就 是 一 个 代数 
Rs. 
9,0, ( - 1) 2Enda(V3), 
或 9; C,( 7 1) 9Ende(V з), 
其 中 Ёл,» 分 别 是 实 、 复 向 量 空间 ; Endr) f Епа) 
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是 也 .Vs 中 所 有 线性 变换 构成 的 代数 
Д) EGO AUR 
{был ABS Td e <i <n) 
张 成 的 实 \ 复 向 最 空间 (参见 引 理 1.6.5 前 的 定义) Ф 
Ak (n) = А), 
Дип) =E Аа), 
关 定 义 下 列 线性 映射 
e AR 0) 48 (0); Bi A Або, A On A es Аб 
ы Дап) i), Ou NÉ. 


ЕЯ ^ 
B È (Deba Neu NÉ 


5138 5.1.5. 设 e, LC Enda 45 (n)) EME, WA 
(а) (6+0) + (ву 0) (6,10) = 28и, 
(ett) Ce 7 10 - (87 1) (sth) =0, 
(emu) (6—6) + (eh) (e, 71) = – 28, 
证 明 这 是 一 个 喜 接 的 验算 , HORE. 
定义 号 1.6 $0,1, -1)—^ R 上 的 结合 代数 ， ERAS 
单位 元 玉 以 ed, +, ей, ег, nn, o 为 生成 元 , 并 且 仅 满足 下 列 关 
ES 
etoj tejet =u, 
ete; t eye; —0, 
616; t eje = — 284, 
$8 5.1.7. 4 95, O,(1, 1) End (An 0) ER Ет 
条 件 的 代数 同 态 : 
35e) - el, 
ater) el 
NJ 90, 是 同 构 。 
证 明 出 引 理 5.1.5 知 名 :的 定义 是 合理 的 ， 如 果 oa, ©, 
бьЄ Enda (ARC), RPE И a, …, om 生成 的 子 代数 记 为 
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(оа, +, om)， 于 是 易 证 下 列 等 式 : 
SR C), in, Malet), (ет), ns 98D 

= (а, e, ва, lh, n L) 

=Enda( An (2). 
所 以 各 EMR. 当 抬 О„(—1, DA Ends CÁO REL А B E 
间 时 ， 易 知 它们 的 维 数 组 是 20^, ЈА Su 是 代数 同 构 。 命题 证 
жа 

定理 5.1.8(Clifford 代数 基本 定理 ) 存在 2 维 复 向 量 空 
B V, 使 得 04,072) 与 Bndo( 了 7) 间 有 代数 同 构 ， 并 由 这 个 代 
数 同 构 给 出 ODEV 上 的 表示 是 On 一 1) 的 唯一 的 不 可 约 
复 表示 ， 
证 明 由 下 列 条 件 
Nalen) = TIR (e) 
Nalar) =R, e), 
可 以 唯一 确定 复 代 数 同 态 : 
Na Co. — 1) 96 Endo (18 (22690), 

命题 5.1.7 表明 这 个 N ЖЕ], FERV – Дап) 690, ШШ 
ENERE. RIJANA Епа EARE, EUEBMMEN— T3 
想 或 者 是 由 单个 零 元 素 构成 ， 或 者 就 是 它 自 己 . 对 于 一 个 不 可 约 
表示 


› 1<®<т, 


m O,(—1@0-—Ena(p), 
fi P 中 不 可 能 有 非 零 的 Oa 一 了 不 变 的 真子 空间 , БЕШ de 
的 , 又 由 于 Cal DOU 是 单 代数 , 故 
p^ (0) = 理想 一 0. 
ЭЛ» E 849, 并 虽 可 知 龙 唯一 的 不 可 约 复 表示 ， 证 毕 , Ш 


BIB.L9 En=i 的 情形 ,我 们 米 考 察 定理 5,4.8 中 的 Ne 
对 于 61,ezE O,(—1), 由 


Уба) ~ A 1(а+Ы), 
Sis (es) — (6 1), 
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一 0 š 
& жа, 0) e (716, VTD =C, &X(. 0) 


0 1 
жа, 0) «€, -DC 0)( 0). 
由 此 可 知 Nae) 3s 02) S (ei) 9 BERE 838 


о 4| уо —-1 V /à 0 
" а) 4 MM a) 
后 者 就 是 所 谓 的 Pauli 4& f, 
由 Bpin(2n) COs,(—1) & O, (—1)# (п) ERER, Н 
导出 Spin(24) 在 Loln) 上 的 作用 , 令 
S(2) = Де(т), 
S* (2n) = Ag (n), 
S- (20) = Ag (n). 
定理 5.1.10 存在 2" BES EK 5(2п) 及 分 解 
S (9n) —8t (2n) + 8- (2n), 
使 得 5 (2а) & Ca LDO Bt, ЖН. S* (2n) у S- (2n) ЕЛ 
约 Sptn (2n) t, dime S*(2n) -dtm, 8-(2n) -2^*, yas 
T=(V T)'a--e € On (—1)@0, 
则 St Qn) = (v€ S(2n) |'e—v), 
S-(2n) = (9€ 8(9n) [Ta = —4), 
ЖОЛ 定理 5.1,10 是 定理 5.1.8 的 补充 ， 定 理 5.1.8 
中 唯一 的 六 就 是 这 里 的 S(2n)， 现 在 断言 在 六 二 8(2n) 中 有 分 解 
V =5+(2) + 8- (2n), 
3EH.S*(2n) 9—0. S*(2n) EA Spinf2n) 作 用 ， 这 可 看 作 
为 SO(2m) 的 双 什 表示 , 通常 称 为 施 表 示 。 及 *(2m) 称 为 旋 量 空间 ， 
其 中 的 向 量 称 为 放量 ， 定 理 5.1.10 中 的 验算 请 大 家 自己 去 作 。 
5)85.1.12. WE C2, ( —1)# S (2n) E RAE RW E. 
C&,( 1)-8* (2n) c: 8* (22) , Of. ( —1)- S (2n) C 8- (90), 
ОХ —1)-8* (8n) CS- (22), Og ( 1)-S-(2n)C:8*(2n), 
在 这 一 节 末尾, 我 们 对 Olifford 代数 的 讨论 作 一 小 结 。 我 们 
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证 明了 下 列 (1) (Н) (38), 

G) 有 一 个 Онога 代数 Ca.《 一 了 ,一 个 群 Spin (2n) 和 一 个 
向量 空 间 S(2n). 

(ш) 有 下 列 三 个 作用 

N: Cs —1) x 8(9n)—8(2n), 

£; Spin (Ən) x S(2n)8(2n), 

$: Spin (22) x O (1) 03, C-1), 
Жор n 专 的 定义 分 别 见 定理 5.1.8 RUEREU.1.10, CREER 
OL fri Б.1.4). 

Gi) 9 有. 之 间 有 下 列 关 系 : 对 于 任意 的 gE Spin(2n), aG 
Czn( 一 1), *€ 8(2һ), 有 

Elg, nla, 0)) -u(Cg, а), £g, 9D, 
或 简 记 为 gaw) = (g«a)-(g- 9), 

上 面 的 表明 8025) 是 一 个 Oligtora BL GHD 表明 有 一 个 
Spin(2m) 作 用 于 这 个 Olifford ЖЕ. ЮЕШ), (1), Gi) 
合 起 来 说 明 S (27) J&— 4- FE Spin (2n) 作 用 其 上 的 Онога #, 我 
们 简称 为 Spin (2n)-Olifford 模 。 在 第 8 章 中 ， 我 们 把 这 个 概念 
推广 为 G-Olifford 8. 它 在 构造 一 阶 微分 算 子 时 起 著 重 要 作用 . 


$5.2 dg 代 Ж 


近 些 年 来 , 几何 学 中 出 现 了 超 向 量 空间 . 超 代数 等 观念 ， 这 和 

一 些 人 用 物理 学 中 超 对 称 的 想法 来 理解 Attyah-Singer 指标 理论 

“ 有 着 密切 的 关系 。 超 对 称 的 观念 输入 到 数学 , 能 为 人 感知 到 的 一 
部 分 , 兄 怕 就 是 在 某 种 空间 (例如 某 向 量 空间 , 或 某 个 代数 ) 中 引进 
Z, 分 火 结构 ， 人 们 称 之 为 “ 超 结构 "。 其 实 这 种 Z, 分 次 结构 早 就 
明明 白骨 地 存在 于 数学 之 中 ， 前 面 介绍 过 的 O, (—1). Дз). 
SC2n) 和 Enda (Ac(n)) 中 就 有 这 种 Z, 分 次 结构 (下 面 将 具体 说 
明 )， 人 们 在 定义 de Rham-Hodge, Signature 算 子 时 ， 实 际 上 
就 用 到 了 Z, 分 次 结构 ， 可 是 过 去 的 数学 家 们 并 没有 把 这 个 Za 分 
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次 结构 观念 大 肆 宣 扬 , 可 能 是 因为 缺乏 好 的 关于 Z, 分 次 结构 的 定 
ERAK, 我 们 很 想 在 介绍 这 种 Z 分 次 结构 ( 超 结构 ) 的 时 А, 
能 从 数学 上 说 出 这 种 观念 有 意思 之 处 (下 面 的 命题 5.2.9 和 命题 
5.2.12), 但 愿 我 们 能 说 明白 、 至 于 这 种 超 结构 的 观念 能 和 否 在 数学 
的 领域 内 站 住 脚 , 这 不 是 我 们 关心 的 问题 ， 

Z521 设 太 是 一 个 向 量 空间 ， 它 的 一 个 超 结构 (或 称 
Z; 分 次 结构 ) 就 是 较量 空间 的 一 个 直 和 分 解 : 

У-У 
其 中 Vo Р ЖАИ А AE, Р 4 f = 
超 结构 的 向 量 空间 称 作 超 向 量 空 间 . 
ЖУЛИ, 我 们 定义 一 个 线性 变换 # У-у, 使 
得 
elr, =id; V oV o, 
sly,=—id: VP, 
易 见 id 寺 I， 反 之 ,车 有 适合 条 件 —=1 的 线性 变换 е У-у, 
则 可 定义 了 的 超 结构 使 得 
Vo-ís€V |ez —zY, 
Yi-ie€V|m--—s). 
由 此 可 见 了 的 一 个 超 结 构 其 实 就 是 一 个 满足 62-1 的 线性 变换 
атр. 

НДЕН ЕПН] ЖЕН УГЕ Et ЭБ n] 894 #h m M GO Б 
Hom(, ) 构 造 出 来 的 ， 所 以 要 考察 经 这 两 种 运算 后 ,可 不 可 以 引 
进 诱导 超 结 构 . 

EXB? EV LU EPA DS E SSH), 则 在 它们 的 张 量 
REH VOU 中 有 一 个 自然 的 诱导 超 结 构 , 使 得 

(V G90)o =V | @U +V QU s, 
VOU =V BU + VD. 
我 们 把 带 有 这 种 超 结构 的 了 GOT 称 为 广 与 吕 的 起 张 量 积 并 仍 
УФО. 
XX 5.2.8. БУО Л ЕН, 则 在 向 量 空间 


$5.2 m Кой 155 


Hom(V, U) ip, VOU |p 是 线性 变换 } 

中 有 一 个 自然 的 诱导 超 结构 , 使 得 

(Но(У, 0))о= 4.7 0 lp To) CD, (V CU, 

(Нот (У, U)i-1e VU |lp(V)C Ui, р(У:)<05). 

以 上 关于 疝 量 (或 张 量 ) 空 间 的 超 结 构 观 念 可 以 说 是 “平淡 无 
PUB). 不过, 下面 讲 到 关于 代数 的 超 结 构 时 , 情况 就 不 同 了 . 

定义 5.2.4 Ша, 它 的 一 个 超 结构 是 : 当 把 9 
看 成 向 量 空间 时 有 一 个 直 和 分 解 ， 

390-3, 
并 且 这 个 分 解 与 代数 中 的 乘法 有 下 列 关系 ; 
3C 9E CH, 

Жир GICZS НЕНИИ А о 

TES 0.2.4 2 5, 我 们 马上 可 以 提出 下 列 两 个 问题 

问题 1 众所周知 , 当 矿 是 向 量 空间 时 ， 

End(V)zeHom(V, V) 

是 一 个 代数 ， 当 六 具有 超 结 构 时 ，End(F ) 中 的 自然 的 诱导 超 结 
T) GE X, 5.2.8) ROI JE (i End(7) 成 为 一 个 超 代数 ? 

问题 2 296,90 是 两 个 超 代数 时 ， 在 定义 5.2.2 的 超 结构 
TADI 是 一 个 超 向 量 空间 MENOU rp Re T A S E SE 
法 , 使 之 成 为 超 代数 ? 

问题 1 的 答案 是 肯定 的 .验证 些 事 很 容易 ， 故 省 略 之 ， 问题 
2 的 管 案 稍稍 有 点 奇怪 在 IOS 中 可 以 引进 两 种 乘法 , 都 能 使 
UON 成 为 超 代数 .这 两 个 乘法 分 别 记 为 “.” 与 “全 定义 如 下 ， 
对 本 а. РЄ, в bE Aa, 

(ааз) - (056905) ~ (mba )Q (obs), 
(а аз) ^ Obe) = ( —1) (а) (азб), 

其 中 第 二 式 只 对 aus b 是 奇 元 素 或 偶 元 素 的 情形 来 定义 的 ， 当 @ 
是 奇 元 素 时 ,ie| =1; 而 当 6G 是 偶 元 素 时 , a| -0， 容 易 验 证 , 带 有 
乘法 “或 “人 “的 NOU 是 超 代数 。 值得 注意 的 是 , WEAR 
ЖТ A Aa 的 超 结构 , MRR WRR. 
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®% 5.9.65 VES PG 是 两 个 超 代数 ， 在 超 向 量 空间 NOA 
REJA ERRE”, 得 到 的 超 代数 记 为 NÓN zit 969915. 
定义 2.6 ECL, V 是 两 个 超 代数 , 在 超 向 量 空间 NDN 
中 引入 上 述 乘法 “入 ”得 到 的 超 代数 记 为 NOW, 
3088 6.2.7. 试 证 在 外 代数 ARG) M Онога 代数 O,( 一 1) 
中 引进 下 述 超 结构 ， 
(dha) | = AR (п), (ARG) = (п), 
(0.0—1))0=0(-1), (G,(—1)) Oz (1) 
后 , 它们 都 成 为 超 代数 . 
习题 5.2.8 试 证 
@ Дат) (в) = а-в), 
О„(-1) 0,0-1) -0,.,(-1). 
Gi) 存在 两 个 超 代数 ANY, ВОВЕ, NOL 与 
Ge 是 不 同 构 的 《作为 超 代数 而 言 ， 当 然 就 更 不 同 构 了 )，( 提 
CL 9 -0,0-1)). 
W V. U 是 二 起 向 量 空间 . 根据 问题 1 的 答案 知 , End), 
End(U), End (V GU) W& ft Ж. 
命题 5.2.9 设 六 .如 是 两 个 超 向 量 空间 , 则 有 下 列 两 个 起 代 
数 同 构 : 


R End(V)G9End(U)—End(Y QU), 
D End (9) SEnd(U) >En V GU), 
Дф Ў WELT: 对 于 任意 的 pE End(V), $C Ena(D), 
wEV uc, 有 
(POP) VDD = р(ъ) iC), 
PDQD (vu) — (71) "p (0) Gu), 
ШИ ийй Ў КАЈА, MAREEN 
的 , 再 计算 维 数 便 可 得 到 命题 的 证 明 , Ú 
注 5.2.10 命题 5.2.9 看 起 来 根 平凡 , EUTRE TEE 
导出 的 一 些 事实 却 不 是 很 明显 的 。 例 如 我 们 从 命题 5.2.9 立即 得 
到 下 列 超 代数 同 构 : 
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N-11., End (V) вла) 5End(V) G9End(U), 
和 前 面 的 习题 5.2.8(1i) 对 照 起 来 ， 可 见 这 个 同 构 是 不 平凡 的 同 
构 ， 此 外 , 命题 5.2.9 还 有 别 的 推论 ， 当 把 Acn) 看 成 超 向 量 空 
ШШЕ, 有 下 列 超 向 量 空间 同 构 : 
До) - ORAMED). 
n^ 

于 是 命题 5.2.9 给 出 下 列 超 代数 同 构 ; 

Ends (4$(n)) = Ende( (AS(D )®") 

= (Ends(A£(1)))8" , 

只 要 验证 Ende C450) 5 €,( 0690 是 超 代数 同 构 之 后 ， 就 有 

Xnde(A(0)) — (EndeC48 (0 )8 


- (04 -1)90) 9 
-0s(-1)890, 
这 就 是 定理 5.1.8. 
X65211 设 了 是 一 个 超 向 量 空间 ,s 是 它 的 超 结 构 ， 若 
9€ End(V), 4 ir р 为 线性 变换 9 的 迹 ,并 令 
T patrep), 
жш tr 55 эт ДЯ p EARE, 
$52 5.2.12. 1E V U 是 两 个 超 向 量 空间 , eC End(V), p€ 
End(U), W 
te EGO) = (rp) (кр), 
ат AOR- @ р). GE). 
证 明 第 一 个 等 式 是 众所周知 的 , ARET. MEOR H 
下 列 向 量 空间 的 直 和 分 解 : 
V -Y.—-YVi, 
U-Us-U; 
VOU -VDU +V QU,+V OU tr DOU, 
我 们 有 下 列 向 量 因子 空间 的 投射 ， 
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at УУСУ, 
aj, U—U,cU, 
пу VOU — V ШУ И, 
其 中 让 JEZ2。 若 令 
9ycaipxj, УУ, 
fs = ma, CU, 
则 有 
© (рд) ir (PDY) o (roo ma — ы — mo) 
=N (р dio раро s) (zao — a01) 
Ap) fto — hor Чао ра) ) (ma — m 
=+r (St gooGOiioo Po фаз + ii а: — Qi Gro) F 
= (tr Poo) (te ioo) — (tz Poo) (tr de) + Gr ga) tr bao) 
— orga (te a) 

= (Ë g) ($t pp. 
上 而 计算 中 第 一 个 等 号 将 证 转化 为 加， 由 于 在 Bnd(Vo@0Do) 
5 End(V4QUi)L =t, Tü # End a QU.) 与 End (Vi 
GU.) ЕС 一 tr 故人 第 一 个 等 号 成 立 ， 第 二 个 等 号 是 将 倪 转 化 为 
я, HFE VOU S V QU, E СРЗ) 和 N (рр) 取 值 要 
等 , TE V.@UÚ, 1 УЮШ 上 它们 取信 相等 或 反 号 取决 于 出 属于 
{End 可), 或 是 (End 1). EEN do fi a € (EndU)o, por 和 
da € (EndU), 放 第 二 个 等 号 成 立 ， 如 果 

rU (ра фа) om) #0, 
风 必 有 05 =o — $C Ж», 
Bi B E Eo, 

这 舍 事 使 得 上 述 第 三 个 等 号 成 立 ， 最 后 两 个 等 号 是 显然 的 ， 于 是 
AE. N 


$5.9 超 迹 的 计算 
由 命题 5.1.8 和 命题 5.1.10, 有 下 列 超 代 数 同 构 : 
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Onl- 1090 —- Епа) -Endc(S (2n)). 
于 是 定义 5.2.11 中 的 超 迹 (函数 )， 
& Ende(S(21)) 50 
化 为 ©, бы(—1)®0ә6, 
命题 5.8.1 对 于 <i <... <i <2n, 
0, Mb g«2n 
тед И M gon, 
证 明 车 记 超 向 量 空 间 总 (23n) 中 的 超 结构 为 
s, S(20)—S (2n), 
RI E ЖЯ. ЕЖА e CO4C7 D) G0, 有 
ee, == — е8; S (2n)-58 (20), 
34 q =2p--1 Bf, 


Ebit бн == Eh б „а, 


于 是 
Elen eng) m rmt) 

= (еме, 18) 
= (еец,  8)g-1) 
一 一 如 (seo Biga) 
ее), 

从 而 Ente) =0, 

下 面 对 g=%p 的 情形 进行 讨论 ， 著 记 

fra (Фивы) irre I (дп) ), 


9i Эбш neus) =. (00) — ат (06a, 
由 于 en 8* (25). 28 (Qn) 
是 向 量 空间 的 同 构 , 故 


tr (estu ) = tr- (e). 
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MEM CETTE: 
网 为 ояте, ss 3 J€ (à, се, ad 
сат. (ln ее), EN JE i nns duy 
HO ewm) | e (ornen), 着 有 jE ü, n da. 
从 而 即 知 : 当 2p 2n B$, 
n, (еб) m ET- (Ent Bip) = — kr (enren) =0, 


这 时 命题 5.3. 的 证 明 只 剩 下 验证 . 


^ 2" 
Эт (еб) TU 
这 个 等 式 来 自 定理 5.1.10, 


1 
ose) = = qr) 


уту) 6-00) 
> 
"CD: 
命题 5.3.1 证 毕 . 是 

在 本 章 $ 5.1 中 , 我 们 曾 讨论 过 实 向 量 空间 A%n), UER 
上 的 级 性 变换 s 和 有 ， 在 命题 5.1.7 的 同 构 Pu 下 ， 我 们 采取 下 
ASA: 

ef =e, xl ДА (n) Ay (20) 
$8 5.9.3 设 Ax rop 35588 i F SURGE. 
CA& (20))9 = A^ (20), 
(A8 (2n)) - Ag (2n), 
车 Іф <. <¿,<2n, 1<j, <: соп, WJ 
ООН TUR p2n 或 у 52п, 
DORUM I ACH BUR pog 2n, 

注 5.3.3 与 命题 5.3.2 等 价 的 一 个 事实 在 1971 年 为 
Patodi 证 出 ( 见 文献 [16]). 和 前 面 的 命题 5.3.1 的 证 明 一 梯 ， 
了 atodi 在 证 明 中 未 用 超 代 数 的 概念 ， 但 是 这 种 不 用 超 代数 的 证 明 
方法 可 能 不 利于 下 而 的 命题 6.8.4 的 处 理 ， 因 此 在 这 里 我 们 就 不 


et 
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介绍 Petodi 的 原始 证 明了 . 希望 读者 君 过 命题 5.3.4 的 证 明之 
后 , 用 超 代数 法 自己 证 出 命题 5.3.2. 
85.3.4 设 人 (2n) 的 超 结构 是 
ты 2002) 1021), 
其 中 т, Н КЕЙ. 
m, 2 (А — 1) 9718 : AEn) 87—900), 
换 名 话说 — (4620) = {а Д (2) [r,a =a}, 
(45 (20))1 —{«Є A&(2n) | v — — a). 
Ж l< <. <i ,<2n «ee јат, WJ 
et etn) -人 WR p-0 Н 9-2% 
0, T, 
证 明 分 三 步 来 证 ; 
C) E Tm, Tn, Tmin 选 定 为 Ae (3m) ACn) Amtn) 的 
超 结构 之 后 ,我 们 断言 存在 下 列 超 向 量 空间 的 同 构 ( 按 定义 5.2.2 
的 意义 ): 
At (2m)G9 А n) = Aš(2m-t2n), 
换 句 话说, 如 果 оС Ai (2m), BE AP C2n), 且 满 足 条 件 ; 
ты®%— (— 1), 
vB = (71)"B, 
那么 我 们 断言 
Tmin (0098) = ( 1) RB, 
在 Ac(2m) hy Hodge + 算 子 记 为 sw 于 是 便 有 
Tomtn(aGB) тпа (GA B) 
= (VTI n Hacen, (a AB) 
=( Zi) саза mimm ( EAE Ce A 6.833 


X (к.а) A (CB) 
= (Утуш tia oim, (1). (ana) А (s) 
= (па) A GB) 
-(-1) «AB 
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= (CD hag, 
从 而 断言 成 立 ， 这 样 一 来 , 便 有 下 列 超 向 量 空间 的 同 构 ， 
Am) = 44@ ®--®Л5@). 
n^ 
(0 (2 ыас) ното еї, ed I EUR. 
ERREEN), MEEME а ЕЛЕН TO 
使 得 
=G, e, ef, as), 

4 — [Bd doas scu eh, ei) € End Aš), 
TEIE ALDOB) = L6) -L6,] € End CAS 20). 
从 而 可 知 全 (16]…[8J) ~ GE 807 Gr 82. 

(8) 在 n=1 的 情形 下 , 通过 直接 计算 验证 命题 5.3.4， 而 后 
由 上 面 集 (人 步 的 结论 知 命题 5.3 .4 对 于 一 般 的 m 也 成 立 ， 

15.9.5 ЖЕЕ 5.5.4 的 证 明 中 , 我 们 几乎 用 了 S 5.2 中 的 
所 有 概念 与 结论 ， 由 此 可 见 , $ 5.2 中 讨论 的 是 没有 物理 影响 也 万 
的 超 代 数 ， 


第 6 章 


Signature 算 子 的 局 部 指标 定理 


Signature 算 子 与 流 形 的 符号 差 密 切 相 关 ， 因 而 是 极 有 几何 
意义 的 算 子 ， 并 且 证 明 Signature 算 子 的 局 部 指标 定理 的 方法 
又 具有 代表 性 , 所 以 本 书 将 着 重 介绍 这 个 算 子 的 局 部 指标 定理 . 首 
先 我 们 用 陈 根 算法 试 论 定理 的 证 明 . 从 严格 意义 上 讲 , 这 不 是 证 
B. 但 是 由 子 它 能 直接 给 出 形式 证 明 ， 又 有 利于 我 从 对待 证 明定 
理 难点 的 分 析 , 所 以 在 $S6 江 中 作 详 细 介绍 . 对 子 初学 者 来 说 , 可 
以 由 此 直接 步 入 问题 的 核心, 还 可 以 学 习 陈 根 的 思考 方法 , 形式 地 
论证 许多 复杂 的 问题 ， 在 8 6.2 中 将 完成 Signature 算 子 的 局 部 
指标 定理 的 严格 证 明 . 


$6.1 WE Signature 算 子 的 局 部 指标 定理 


dM JR 21 аа ЕР, + 
Р=р,=(8+8), AL(M)-A (M) 
ЖЕ Ж. 1.6.11 rh BJ Signature $F, loc. ind(D) ЖЕТИ АИВ 
标 ( 见 定义 4.4.9)，loc. ind(D) gg ИЖЕ M ERA EON, 由 
于 它 来 自 定理 4.3.1 的 浙 近 展开 式 ， 故 有 时 称 为 渐 近 密度 局 部 
指 拯 定 理 的 最 核心 部 分 是 断言 ， 这 个 渐 近 密度 就 是 示 性 密度 ， 这 
个 断言 包含 在 Mekean-8Singor 问题 的 结论 rB. Mekean-Singer 
问题 的 难点 在 于 证 明 ; 极限 
lim(tr Go к) — tr G (4, m, 2)) 


FE, 并 且 是 示 性 密度 ， 式 中 的 GLO, z, DRAN) i4 的 
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基本 解 , 即 满足 下 列 方程 ， 
д =0; 
(2 «4. )e.6 v, 0-6 


lim [9.0 v, De (Dd =p), 
其 中 A, 定义 为 

4 m (4+8), A QD) ALD, 
TER IE BAR (Es, n, Ёш} F, А, 表 为 

A, (4 o b+ D) RasBrB BEBE — S) Ras, 

这 是 Weiizenbick 公式 ( 见 定理 1.6.19), 公式 中 的 如 是 Laplace- 
Beltrami 算 子 ( 见 定义 1.5.2)， 在 第 1 章 §$1.8 p SAT. C0) 
上 的 4, 可 能 已 给 读者 留 下 了 深刻 的 印象 。 一般 来 说 ，4 在 参照 
系 下 的 具体 表达 式 是 异常 复杂 的 .下 面 将 在 以 6 为 心 的 法 治标 系 
下 写 出 4, 的 近似 表达 式 .在 第 1 ESI ee 


A -(H* p- +E" Haa NR) 


«(m 2. + Hu Ha NS) 


- (ran, 2 SHUT so МЕ), 
oy, 
РНЕ RRM, 8 BB 1.7.10 中 的 公式 


нуд, 2. > Rasyid e 


Ha el E Ra Out, 
和 Неду. 
Кын 得 


de HE Baloo NR) 


1 ; 
x Bn Raas Oysa Mi Ba)) 
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г 1 А 
- (E natn dd Ва) asap Ni ED) 
- 
2 


TU 20-40) д0 aom NOD) 


+4 Bom(0) Ruas (Oyon (E os A (Eg) d 
仿照 定理 1.6. 有 


t= od Bus (0 q C Ej ~ Ez Eg) 


A E 
— dp Bou Ruas (Dy (EÈ BE — Ez Er) 
x (ELE$- E; Ez) +e 

于 是 有 4。 的 近似 表达 式 : 


4-3 E Воки. 


(fa 


; (ExBj E; Ез) 


I > Rin) Ruas (Oyy (Hz Ef — Eg Er) 


* A Ша 
X GIE)- EzEg) +S ,RalO) Br Br BEB +, 


在 上 述 表达 式 中 食 于 “…” 中 的 项 称 为 余 项 ， 看 了 上 面 的 计算 , Ж 
者 可 能 要 问 : 是 不 是 有 一 个 原则 区 分 出 余 项 呢 ? 我 们 的 回答 是 下 列 
二 点 : 

O 在 一 个 区 分 余 项 的 原则 确定 之 后 , 把 余 项 看 作 零 , 进行 陈 
报 计算 , 算出 的 @ 如 果 是 (或 猜想 是 )Qo 时 ， 我 们 就 称 这 个 原则 是 
PEN. 

D 对 于 合适 的 原则 来 讲 , 分 出 的 余 项 越 多 , 则 它 就 越 好 ， 我 
们 当然 尽量 选取 好 的 合适 的 原则 ， 在 上 面 写 出 的 A. 的 近似 表达 
式 事实 上 都 是 合适 的 对 于 Signature EFRY, 4 的 下 列 近 似 
RRA 
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А 
4,7 Xd i ХВ (0), pans Er Ez Es 
+$ EBO) NEJE Er ee 
也 是 合适 的 . 


现在 我 们 用 陈 根 算法 来 计算 , 令 
= іш (eG, (5, š, 6) ir Gt é, £)). 


G.G, y, REHNE 
($4. )G.G, v, 0-0, 
其 中 点 二 的 法 华 标 是 (0，…， 0) 三 0， 由 于 引 理 3.3.3 中 等 式 (*) 


得 (Qu) =$ rus (Bes D 
0 Ua 
一 0 
= 2л , 
0 w 
-wu 0 
Giu, n B BOB.) 


; 
故 Qu = 239m (Pis заал) 
: 
=29» Vs D-10190, 1-1). 
车 令 Aam F D) Buas (0) ЕСЕ; 
URE mean, Bo) Bi BF， a= Ер Bb, 
风 有 下 列 形 式 计算 
As- 于 加 Q(B, Е)Е:Е5 
1 
= D Pen Ea, Ea) BS Es (дада Doa) 
- > Z (9521740125 70,291,273), 
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ООР Bç Er Ez B 


—1 4 
dg Eau oe E Leto 


$ EBaG)EL EL = 


хд? 
; 
адада) FEET 


= Жыны, -i о. 
TEARRE G.G, s, OE ERU 
[E du Eh оа, |, =o. 
MERREM CGE 4.3. 了 表明 
lim( VE)”, 0, 0) -1, 
3086.L1 下 列 方程 (其 中 vy 是 及 中 的 最) 
(s —À dev), y) =0 


lim / rt H (1, 0) —=1, 
sn 


有 唯一 解 ; 
МП Qi 
H(ty- 
k= == sh xm) 
xex[ - y z-coih xdg]. 


证 明 求解 的 方程 相当 于 热 方程 的 基本 解 的 方程 ， 故 至 多 有 
唯一 解 ， 假 车 方程 的 解 可 表 为 


HD 
于 是 A -as[- 0 eve). 
eH 


"у 12000 ye (0), 
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求解 的 方程 变 为 


de() — _ de 
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或 者 о) edu Rm 
ai m 
又 由 第 一 方程 得 
s) 
s(t) 


„1,4 Ds 


p IT 


i oid А 
=s (= 2 — log(1— Ae Te у), 


故 又 存在 常数 u, 使 得 


= 
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s( - n Ула qn 
出 于 
оне ену 
1 
=e (a - 3 Taro) 
Мт 
gos эс 8(0) =i 
A-1, 
ES " mV 
由 此 即 知 
NT dat 
мї 8h77. мї = 
є(Ф = 8 m Jaia z coth усе, 
2 
Ве, Мау 
0-29) 
从 而 


是 解 ， 引 理 证 毕 . 


| 


引 理 6.1.2 ”下列 方程 
дшге үз 
Gar e “++, )н-о 


= 


lim (4st) H (1, 0, --, 0) 1 


的 唯一 解 是 : 


“I /一 To зЁ 
xexp( — Eus eoim “=н улл - 542). 


证 明 GUSIERO. 1.1 PRR HG, y) Do A, guo), WA 


见 
HG, yi on, ун) 
=й Ге, an-1; Ce) Ё, Yasi La) ‘oxp( ~ 88] 
是 本 引 理 前 解 ， 将 上 式 右 问 详 细 写 下 来 即 得 本 引 理 的 证 明 , 
由 于 
Qo = lim(tr Glt, £,£) —irG-(t, £, €)) 
lim (т, (t, 0, 0) —te 8. (4, 0, 0)), 
故 对 Qo 进行 的 陈 根 计算 如 下: 
Qo lim (ir, BG, 0, +, 0) —tr- Ht, 0, =, 00) 
=lim H (1, 0, =, 0) 
00 
1 


"EN /一 Tu CEMA 
-limir JIT| ———— rp ~ A) |. 
120 BLZ RES ( 2 | 
上 式 中 的 m= 加 wi (Ea, Bo) Es Ej. А„(М) l4 O0 |o 这 里 
的 Aa (M) |, 就 是 引 理 1.6.5 意 义 下 的 向 量 从 OC) X oan (21) 
3E £ ИЕН, im E, 0, …, 0) 是 线性 变换 
H(t,0, +, 0), AAD L4. 001; 
BOXE, ir H (t, 0,…, 0) 作 类 似 的 理解 ， 注 意 到 
(Bi EEE HE) еру), 
其 中 右 端 项 是 第 5 章 35.8 定义 的 ， 另 外 再 据 命 题 5.3.4 可 知 ， 
(1) X por q«ctit, 
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[nm Gita) (aa) =0; 
(Gt) M p+g—1l НЯ U, c, APTUS ROS B ga 
Bf, 
Gn “e Cua) (0),2),)] = 0: 
CH) щр+о- ERE (h, …, ja} 中 的 元 素 成 对 出 现时 ， 
Cnm ty) (аду, )] 
аа, Tn) Ut G/—19)] . 
CE BIG), Gi 22318, (11) f SET 8] 
аа Еў, EGER ҮЕ}, = 1, ) 
Ж бал, n, ERTER аа, oo, т 的 等 级 数 ， 我 们 记 些 震级 
数 的 色 阶 项 为 
(fGa, e, а) (0), 
TGERUBXCT DS E ERN), GD GDA 
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| ха Ута, уш 

П Moe t Je! 
p — Ја, 2 

shy 


Emi Bs, Es)os Лод, ` 


又 由 命题 5.3.4 有 下 列 形式 计算 ， 
© (иеш) = (20) X3 uU, Ba) 


mn 
Bus 


Xu (B, Bo) СЕ: Ez Ez Es) 
= 2а): У) u (Ba, Es). (Е.,, Ba) 
SA 


X (41) oa Aog Л 
Aa, Noa (Es, ++, Еш) 
=(— 4 TDI SHE) UA, y Ва), 
从 形式 计 竺 观点 看 : 
2-5 mu (Es, Ba)wa A os Әли, 
于 是 
MITIS 


5 1 — [z 2 
Q- r 4 =I) | I —— > |0,06, Ea) 
(4m) [i NS iu 


| PES ER ESI 
u 2 = 


= = 9. Ёш) 
2 т 


ш 
T H mai.) cs Ва), 


BEREA Ls рй о, o, o 的 各 级 数 (这 是 可 能 的 )， 


$6.2 | 严格 的 证 可 as 
Tiu Ж. 3.51 Ж о, он CCo) -ps(D)， 便 得 到 4*(M) 中 的 元 
Ж. BURG 


Ф-( ais ув, - B9). 


此 时 9—6: 
或 
Inte Glt, z, а) m8 (t, 2) 
= H dd, m) wo Вы) 


就 是 Signature 算 于 的 局 部 指标 定理 的 结论 。 这 样 说 来 , RNE 
用 陈 根 算法 证 明了 Signature 算 子 的 局 部 指标 定理 了 ,但 一 定 有 
人 会 认为 这 不 是 证 明 , 那么 就 让 我 们 在 下 一 节 (8 6.2) 中 看 一 个 严 
烙 的 证 明 吧 ! 


$6.2 严格 的 证 明 


回忆 上 一 节 用 陈 根 算法 的 讨论 ， 那 里 有 两 处 未 说 清楚 ， 那 就 
Ж: 
(1) i£ Laplace-Beltrami 算 子 A, БТ cS ЗАБ 
Asist, 


4,= —> 2 +— У В... (0) Ruaa Oyy Er Er EZ Es 
T дд 64 


+$ S Rua(0)RLE1ESET, 
为 什么 省 咯 的 部分 “…* 在 计算 
QA) clim (mG, Ct, ë, £) n6 £, £) 


时 不 产生 影响 ?其 中 专 是 法 坐标 系 的 原点 , 由 于 А, 依赖 于 总 所 以 
2, 不 是 流 形 M 上 的 算 子 ， 但 是 可 以 利用 尔 计算 在 点 处 的 
MP EA H.G, у, €), ШЛАК И. 中 取出 合适 的 
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项 , 或 者 令 
Qo) Tim £f, G, ё, €) te H- C, £, 0). 
于 是 我 们 要 问 , TIER 
QKE) - QD 
ROS RYE E, у, 多 的 确切 定义 是 


B.G, у, ë) as à rte, y), 


并 满足 在 形式 级 数 喜 义 下 的 下 列 方程， 
(ж +12. Mae ө, 9-0, 
lm VE), 0, 8) 1 4,04) А, OD, 


(2) 用 陈 根 方法 计算 Qo COD, ИКИ ЖЕ А 000) 
呢 ?详细 地 说 , 由 陈 根 代 换 


0 m 
一 好 o 
(24) ^" (6.2.1) 
0 w 
—u 0 
形式 地 导出 下 列 代 换 ， 
0 i 
Е 
(Au) , (6.2.2) 
0 gu 
— 0 
其 中 A= Oua, Ej) Bs Bz 
以 代 换 (6.2. DRA Я.а, v, Ожан, 得 
2-09-65 ојна p =o, 


Tim (v&nt) "HC, 0) —0, 


$6.2 严格 的 证 明 15 


ХР s, +, ж, ад, cn, G BJ Н (a, 0) 作 下 列 代 换 : 
te= 2i mu (Ha, Ев) Еш Ёл, 
NEN ^ 
FREA CA, M) i A- OD) le 的 超 迹 , 简 记 为 тА (e, 0)， 此 时 
lim+eH(#, OJE vi, с, ш 的 一 个 对 称 多 项 式 卫 形式 地 在 (了 
s En) ERR, 即 
lim ee t, 0) = Pad, n, iR, os Ба). 


再 用 定义 3.3 .了 将 Pal, o, DRA RER o, 为 什么 有 下 列 等 
式 

(Т, =, Ёш) =Q (E) 
呢 ? 为 了 避免 上 面 出 现 СЕ, ВНЕ ВИИ, зр 
Ж. 由 于 OH 0) а, e, eD 的 对 称 函 数 ”用 一 个 类 似 于 定义 
3.8.1 RH, 将 


0 m M 
—т 0 
ааа CD as 
0 а 
-« 0 
s CP edu 2 Удаа 


ROIG, 的 变 为 通常 意义 下 的 变换 了 ， 再 进行 运算 limi Z H, 
BREL ОВ, o, Бы). 有 一 点 “小 毛病 ”值得 在 此 一 提 ， 
由 于 a, co, а, 的 多 项 式 中 变 元 乘法 是 可 交换 的 , 而 As ZNR 
НИС Oy 之 问 芍 外 乘法 是 可 交换 的 )， 所 以 将 al, en, 
ай ЗАЙ ER А, 的 式 子 时 会 出 现 一 点 “小 毛病 ”但 
我 们 暂时 把 它 忽 略 ， 册 于 使 用 代 换 (6.2.1) 与 定义 3.3.1 是 有 条 
IER, 引 理 3.3.3 表 明 须 存在 一 个 多 项 式 户 使 得 
D (У), fr D, G2) GR, =, Бш), 


因此 使 用 代 换 (6.2.2) 及 一 个 类 似 的 定义 3.3.1 也 有 同样 的 条 件 . 
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这 样 一 来 , 至 少 有 两 个 具体 的 问题 必须 先 处 理 . 
问题 4 ”是否 有 等 式 
ф(&)=@(@) 
成 立 ? 
问题 3 是 否 存在 多 项 式 P, 使 得 
@(@ = FG), =, fa (2, pf CT) Us, =, Ба), 
路 一 思考 便 知 ， 陈 根 算法 对 上 述 两 个 问题 的 解决 提供 不 了 任 


何 帮 助 . 这 两 个 问题 需要 直接 处 理 ， 还 剩 下 一 个 问题 : 
问题 8 问题 2 中 的 卫 与 


xexp(— € (сов EA 224 ) (i-i) 一 22] 
有 什么 关系 ? 

下 面 我 们 来 依次 处 理 问题 +、2、 3， 关 键 是 要 仔细 考察 QUÉ) 
和 &o(&)， 我 们 不 妨 把 求 Qo(#) 的 方法 重复 一 遍 ， 设 开 EAA 
定向 察 曼 流 形 , 4 

D=D,— (4+8), 4,(M)4.(M) 
是 Signature 算 子 ; 
4 一 (二 53 AM) ALCM) 
是 Laplace $F; 
Ao: AM)->A(M) 

是 定义 1.5.2 中 的 Laplace -Beltrami 算 子 ， 又 令 


HG, y, O= EIUS Go 0, А, ОМ), А. 00, 


BIBT 2.4, 的 MP 执 基 本 解 JP g, EEM, p-p(y, ЮЖ 


y S £ ШИШИ, 对 于 任意 9E AUI) le, UPE, )om OQ) ' 
ажалга 


$6.2 严格 的 证 明 17 


(vocis Maro) = – a ary 
4r? (y) 0; 
UNE) =v, 
其 中 8-p f, ORAIBRHQÉAmEEE RE 6 
хаті TURER- еы IO XE Ж 
3X, 只 假定 4 与 二 充分 华 近 就 行 了 ， 于 是 Signature ЖУ D f 
£ 点 的 局 部 指标 为 
QE) = Qloc-tad(D)) (£) 


-— y OUPG, -HTE D). 


ЖИЕНИ А, = Sa) 下， 上述 的 一 切 量 及 方程 可 
RIKS Ж. ЖЕ 6-00, …, 0-0, y—Qu, +з, Ya), &= 


eX 4, 与 AAB 0383838, TRAST, 如 果 从 方 


$6.2.) ih US CE, y), НН QE), 这 是 吃力 不 讨好 的 ， 因 
为 我 们 只 需要 求 出 UTC, ОТ. XU? y) TER (и, 
y ga) 的 泰勒 级 数 中 ，U8(E，€) 只 不 过 是 级 数 的 零 次 项 ， 方 各 
(6.2.8) 的 求解 ， 同 求 泰 勒 级 数 解 是 大 不 一 拌 的 , 求 泰勒 级 数 解 比 
较 容易 ， 当 然 一 谈 到 泰勒 级 数 , 人 们 总 是 要 问 , 这 个 级 数 是 不 是 收 
ЖЮ cr dioc kal US (Z, y)? 这 一 问题 可 以 不 管 , 因为 用 带 余 项 
的 充分 高 次 素 勒 展开 和 式 取代 素 勒 级 数 ， 下 面 的 论证 就 不 会 有 任何 
问题 了 ， 为 简单 计 ， 我 们 还 是 利用 泰勒 级 数 鲜 概念 进行 下 面 的 扒 
a. 
首先 我 们 简化 一 些 记号 ， 我 们 把 Со MU! 合 起 来 记 为 
Р TLE, y) 0 

me, o-[ $7 vesc. ») 

CL Q0)  A- O0) CA CI HAM) a 
于 是 HUPE, £) —wU(£, £) CiU (e, £), 
对 于 А, ЗАА, XT GERUROE CA, 请 参阅 第 工 章 


(6.2.8) 
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§1.9， 对 于 定义 在 点 附近 的 函数 ， 关 于 法 坐标 系 的 泰勒 展开 式 
按照 通常 理解 ， 对 于 定义 在 点 附近 的 微分 式 , MATARAE 
标 架 扬 (Es, oe, Ea) 先 将 它 写 为 
У Р.а С) А Лор, 
BEREA Pus ..., u ORRE Sob UL, Eu) GU 
论 1.7.8 之 后 定义 的 局 部 标 架 场 ，{ou,，…，ww) 是 它 的 对 但 标 部 
a. TESTUE, y), ERE vE (А. (М) (00), Z B, 
Wy) 二 U8, 的 9 便 是 А, (М) A. (M) PAER, MOTEL E 
EHEREURT. ЖИПЕК o WRD 28 3 HEKE 
Jis rn Ya 的 万 次 方 单项 式 之 和 ) 记 为 o), 它 仍 然 是 一 个 微分 
式 (当然 是 局 部 的 )、 易 见 
Gt o) E) = Et o(£)), 
(E o) - 2 ЕЗ, 
JURE -( D Y enn, o, B), dB Lip SIL0 Aged 
дуг «од, SEP 
ADER. HRAN ИОН E 记 作 L^ 此 时 的 A 
就 不 是 上 的 局 部 向 量 场 了 ， 它 是 作用 在 微分 式 上 的 算 于 ,并 且 
与 0 的 选取 有 关 ， 为 了 熟悉 这 个 概念, 请 读者 不 妨 验证 
Å to-ny = o, 
UE, у), CA, OM) --A- QE) CA On) + A- QD) a EUR 
JR ACA, OD 4 Ub), rA Fe Hd CIE Mc y) 
Uy), (A Of) HAMAM) + (М)), 
使 得 对 于 任意 的 vE (А, (I) +A (Агу), 
U^(£, yo- f Wo, 
其 中 ЛЕСАМ) ALD) (Амул (Му), 
АННЕ EE y К ЖЕ ЗК OR e BL (И) 
4- D) 中 取 定 基 之 后 , Feo(gy) 是 一 个 带 参 数 y 的 矩阵 族 ， 从 而 
TOONE ARER ENEE Ua, o, ya) ТЕЙ ШЕ ЯД. 
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380291 1 (E, --, Ex) 是 点 附近 的 么 正 标 架 场 , 使 
得 河 著 过 二 的 测 地 线 是 平行 的 ， 则 对 于 任意 的 GE (AM) 
A-ODDe ж 
(YH) GR) e (TEE, gv) (ñ) = 1E CU (y) G)]v. 
对 于 微分 算 子 Va. 4, APER їл, ons ун 的 泰 勘 展开 式 定义 
如 下 ;用 第 1 章 81.6 81.7 的 记号 有 
чан -Da Ete on BBHE: EE) 
ZE a i qu Ha Et- IS 


-Xem Xe) -3wi-aé- 
第 工 章 $ .8 中 有 关于 4 WAR 
4s -(H* 32 H*H as ME) 


x (a. HE Hasoa ht Œa) 


- (uiri, 2 ту TESE" BaH mos NB) ) 
利用 Wettzenbück 公式 (定理 1.6.18) 可 知 4 能 表 为 
РА (ығ LAT ax) Ek Bi By Bi 
Жр a= (0, +, ош), |®| 7 X о, os 是非 负 整数 ; 记号 


(25) (GL (= -Y s stes. 


是 О“ 函数 , 8 LG, …， E. 令 4 的 泰勒 展 式 的 % 次 项 
为 


AG ае) Et BEES Es, 
车 令 

oy ра 8: (Ez... E: E... 

4 = jeans xw) (УЕ Е EQ. 
BR UOOA RIT (6.2.8) 


180 Bignature 算 子 的 局 部 指标 定理 第 6 章 


(Zo dei E ига = remos 


Ucr(g)-0, Уу; 
10790) =1, CA, MD) ACD) CAL (M) + A (OD). 
(6.2.4) 
БЖ(Е Еу), 是 Ei By 在 点 的 限制 Wd LR YB WS, 
可 以 看 出 所 有 VQ тоо FPERRA IAZ, 


Pal) Gor Pen OEE ELEQES 


其 中 po。 是 定义 在 аан O7 Ж, WEZ АВЕ Š 
ВОВА, RE 
E&€Hom((A, (M) 4.4 (D), (AUD) HA (М))), 
这 个 “是 一 个 表达 式 . FANNARH ФС) 1% 
e) =m U = Pay) E Pama lY) 
ma a(y) - p(y) Bt E "S “Ez. 
特别 地 ; 有 a(0) -p(0) Et ELE, E, 
35 Ue (y) (0) e U^ (0) RES Eis 这 个 a 在 计算 
tr UC (0) BEBS E PELEAS tr 400). ЕЕЗ 3 ЖН 
5400) =0 

的 充分 条 件 , 以 便 在 计算 UOO) 之 前 就 把 a 删 去 ， 亚 然 有 下 殉 
两 条 充分 条 件 ， 

(1) ›(Ф Pan) >т, RP (раса) OR RC Фа 
Pon, 的 零点 重 数 . 

(її) q«i, 
第 二 条 件 所 以 是 充分 的 ， 是 由 于 命题 5.3.4 КИЖИ, MH g< 时 

ir (Ej ELEL-EL)-0, 
设 入 是 任意 正 整数 , 易 见 
(m — » (par Pan )) Mq 20 

RIP i Бя PRO) (Н), HETEN BE А, МИ ПЕН 
яа U^ (0) if, E Et HUBS RT D ЖЕБЕШИ o, 


орь) оу; 
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定义 6.2.% 设 有 表达 式 


г а 
Зур, Pa) Sys. 


4 (а) =m =r (Ppa Pany) +9. 
ж 上 上述 x(e) ДК Кож. HH OR Loe EE 
Ж £ Bir, Hue Hom ((A, (M) + (M), CALCM) + 
A-(M))O RERA, 上 述 定义 6.2.2 就 不 合理 了 .例如 
I a— BE, B-—1, 
在 第 二 种 情况 下 , a=， 而 按 定 义 6.2.2, 有 
x(a) =2, x(8)-0, 
定义 6.8.8 设 M.JEM LE 点 的 一 个 邻 域 
о, Mi Hom CLLOD 4 (4)),, CLAUD) E A-OD4) 
Ж О” 映射 , 如 采 存 在 有 限 个 表达 式 中 ，…，et 使 得 
ота Бад 
M ,—Hom((A,(M)+ A. (M), (AM) +A- M) 
ŽE xe) <А, р s=1, o, E WEER KA 


Pan (Ek EGER E a 


a= Pa (Y) 


oN, 

若 育 两 个 上 述 类 型 的 映射 o 与 oz 并 且 
X(eh— 9) < N, 

则 又 可 记 为 eio (<N), 


596.2.8 HARA 
9, Me>Hom( (A D 4-2), CACD) А-(М)),) 

жж z(o) «2l, 
M 从 of0) —0, 

证 明 时 需 用 命题 5.3.4 前 面 已 经 说 过 , UR ET. 

注 ”定义 6.2.8 可 以 稍 作 推广 使 得 能 定义 

X(o)« N 

和 оро (XEN), 

6.2.5 下 列 等 式 成 立 ; 
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2 ó -g- 
4- AY E rt E, Вон gy Es; 


T+ 2 Вон, (Eyy; Er Br B; Bs 


CE afa, 

# AR, Кө ФЕР ЕЕ; Br (x<2). 

证 明 由 Weitzenbóck 公式 知 

(а= да+ El, ВечЁ ЕЕЕ} + (x2). 


利用 习题 T.7.10 中 的 等 式 , 有 
Не =8у+ (x0), 


1 , 
Hay X But GcD. 
从 而 
A -X (5 e Ps NOD) 


x (a= rM Ново, AS) 


-5 (B"H Hoa 00. HAHH H aoi Hy ARE) ) 


(0-4 TEE 


x G. Z = d 8, eias J+ (x«2) 
2 
WC 
-3 > noD Ras Dance Big (x«2), 

于 是 命题 得 证 . 

根据 VCy) 满 足 的 方程 

1044-24-29 dg E JUG) = — 009-90), 
Ше (уу ==0; 
UO(0) =1, (4M) FAM > CA UM) + (Му), 
(6.2.5) 


=> iz Bass (Di трт г Еа Es 
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可 以 求 出 UOCy)， 具 体 求法 如 下 ; 令 
ra) -log G, 


1 1 åa 
于 是 diy) -dlog G5 = 7 dlog a-ig 
АШ de^» — -28 gh 
又 有 eg M9 1, 
® 


UY) =e, ( Д,(М)-+А-(М)),>(А,(М)+А-(М));, 
96.2.8 等 式 


^ ED — 
ре(т) = A. T NEET DB 3) U@(m+a+ ts) 
+% AUR), 
成 立 ， 其 中 Um=Un(y), 


Ts, щт) - (m-Fi—j--s--- s, 
上 面 和 式 中 的 s, cy s ЖИМИ Ds, o, ss m) WRATH E, 
数 , hy 是 一 个 下达 式 , 使 得 7 
hy- 0-- (z<), 


的 定义 如 下 : 
f д Е 9, 
Xn 42-2; 
-F Ви ga Ez Ea 


Е УВ) Е E ETET, M s=0, 


= >} Ны (Oso ESE EZE; ща 0, 
lo, KARRE. 

证 明 由 命题 6.2.5, Uto) т 6.2.0) REEL 

(a+ + yug (азаа (12) UG (g), 
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考虑 上 述 泰勒 级 数 等 式 的 四 次 式 , 利用 

дий) mu (io, 28 Las, 
便 得 到 

(MEDUN) t D тал) Ua) 
СЕ ñ 
— aU Dn 2) 099 GR) 
жа 095029) US G0, 
其 中 f,-0+(z<3), 
TGRRRBIDUFA SUA). 
TAA) = зр ms GA DU GA 
—. ^ 

HE aUi (в) X AU PUR)). 
由 于 ACÔ) =h(0) =0， 故 上 述 公式 (了 an) 中 右 端的 项 中 mL 
тат 1), 将 公式 (Fum) 代入 上 式 ， 并 重复 作 类 似 代入 ， 使 
得 右 端 合 UC Gn А, m 不 断 减 少 以 致 为 负数 ， 从 而 右 庙 不 含 
Uh), TEST PLA). 

Оос) 一 1 У ао) S! gU Gan 
= me : 2198 (ту), 

其 中 0009). 
在 估计 gy 的 x Enq, 我 们 需 用 到 下 列 等 式 

ха) =2, Ys=2, 0, —8, 
BARD 代入 公式 (Bi) 的 右 端 ， 并 重复 类 似 的 代入 , 便 得 到 引 
理 6.2.6 中 敏 证 的 等 式 . 

命题 8.8.7 jM J п, 

D=4+8, À,(M)— A (90) 

Ж Signature ЯР. 4 
(0 A7 GREY. ALD  ALUI, 


К 


рр 
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BRAT D +4, 的 MP Bak. ni 

G) жт, 

i UP, © —trU Q, £) -0. 
(di) (4m)'-loe.ind (D) &rU (€, £) trU? (Е, g) 
一 从 yo (0, 
其 中 Veo(0) 是 满足 下 列 方 程 的 Vy) 在 y=0 处 到 的 信 . 
УФ, M,— Hom((A (f) + (М)),, (А,(Му+4-(Муу), 
йл 
G-QY*() = Bardo tb- DVU) 


Vn)=0; 
VEO 1, (A, Qf) +A (муе AM 4 (Му). 
此 处 меа, 


вааз — dr X В), (Oy Es Br EzEg, 
hoy Вы) B+ EJER Er, 
证 明 由 于 ^ 
зе U9 Q, £) - eU? G, £) = uo), 
其 中 De(g) 满 足 前 面 的 方程 6.2. 的 ， 故 根据 引 理 6.2.6 中 的 等 
ЖЯ. 8 ¿<1 BJ, 
Uy) =0+(<2) =0+(z<2D, 
即 得 命题 中 《让 的 证 明 . 对 于 i 一 1 的 情形 , 有 
tU? E, £) —trU 9 (e, €) "ue (9), 
现在 仔细 考察 Te2(0)， [8 6.2.6 中 有 关于 UÂ) = Ut (0) B 
等 式 . 我 们 希望 将 等 式 中 的 所 有 au 全 部 换 为 ?， 而 不 影响 
UO), HAA, 我 们 要 证 明 
Oa On 
X, I, 


barbs 
LE, In, 


0) Uo cures 


5 оъ) <A). 
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BT dim; q =b +b, 6s—bs, 
此 处 Roo E Bios Eu gr Es Ez, 
ЗИП ЕЗИНЕ О, Бо, bh, ba 展开 为 一 个 新 的 和 式 ， 只 要 能 
证 明 在 新 的 和 式 中 任何 一 个 包 合 b 的 单项 式 的 x 小 于 21, WKE 
WERRIET, а, =, o€ Do Do, Ñ, baoh 3PH ns 
VEA E 0E: 


вре n). 


AUR cis 那么 
WTA) D Bus (Ey Ba Ez (2 TA) ) 
ГИСИ ЕЛ 
=0 4+ (4&1), 
从 而 eee 9 G8) =0+ (rec 2E— 1), 


TUR олз, ИТНО 0S RE с, 所 处 的 位 置 ， 为 此 需要 估计 换 位 
子 [bo bx] [bo bo], Г, 5-9] 80, Я 
[%, bo] —0-- (x«4). 
利用 Roual) = — BG) REI 
100, be] =0+ (x«4), 
为 了 估计 [56, 2.2), 我 们 引入 一 些 记号 ， 过 去 我 们 有 
Acc TE R, (OBB, 
现 令 dum Xo АА-А, 
irA* NI Af, 
Ay) CERA. 
HT Au — An, BEI 
de A” —0 E (rc 4b +2), 
ATP y) 0 4 Orsc Ab). 


《记号 起 如 暂时 还 不 需要 , 但 在 证 明 以 后 的 命题 时 要 用 ， HRE 
一 并 引进 )， 于 是 
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а 1 
[bo b-a] = [z Ax E ^9] 
-5 Aly) + Q4) =0+ G <4). 
这 样 一 来 ， 


A — 
vô- m TG OY 可 Шо +++) + (00) 


-5 baby Uo KEFR + <A) 
сс : 


在 上 述 等 式 右 端的 和 式 中 , 车 
авж 
Taj UC (s, +. +s) —04- (Z< —1), 


bubus OT 
从 而 qe Оаа) 00080), 


于 是 在 U0(0) 的 等 式 中 可 以 用 1 代 换 Су). AA 6.2 T D) 中 
Ууу ГЕ ЖЛЕ, 


| Ve(g=1, 

bubus ZI di 
Ре) =D, quien YOGI Ta, 
所 以 ооф) -FEO + (x20), 


利用 引 理 6.2.4 即 得 命题 的 证 明 . 
命题 6.2.7 显然 给 了 本 节 开始 处 的 问题 工 一 个 圆满 的 回答 ， 
而 且 解决 了 第 4 章 8 4.4 中 Mckean-Singer 问题 Gi), 
现在 让 我 们 来 考察 命题 6.2.7 的 证 明 中 的 等 式 
bo 


ved LE, T'(sz, - aU) 0) 
注意 到 = 十 TUER танин» 
terba 
veð- (=. TG бз, зр 0) 5, t 
TTG. 


— 
VO (s, 4-8), 


ZUM barba 
Pos v Tan 1 
如 果 上 式 中 某 一 单项 
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barb, 
中 b, bs ШЛУ, ЖЕ Бе Б» buba PE bo RTE 
这 个 2 BA b, 所 在 的 位 置 ， 从 而 把 该 项 去 掉 ， 换 位 手续 会 出 现 
一 些 含 换 位 子 的 项 ， 这 些 换 位 子 是 
102, bo] =0, 


сага 4 
[22, b_,] EX Айза] 


7-46 s pag Эй? esa | 
а 

СТЫ 

“再 把 含 上 述 换 位 子 的 项 中 的 о СЛН ИЛЕ ЕЖЕ НЭП БОШ. ЭЎ 
时 又 产生 新 的 换 位 子 


d 2 
m IP 


[bs, trA*] —0, 
5. J- 2,4 (аг Ya 2] 


-2 o а 
经 过 上 述 处 理 ， 人 re трити, 


[bs X tor. 


Vox f (bs b-n, + 4* X al o A a t 


(93D, 


OB f Ж Do b-a tr AP, E AL ya gen X dem 5 RORIS 
项 式 ,并 且 


r=, 
由 于 天 中 的 变 元 不 是 可 交换 的 ,所 以 пишат Ро masta 
ВАЛ). АТТА, дар Dy. 作 类 似 于 关于 算 子 
的 处 型， 用 到 下 列 坎 位 子 等 式 


25 
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[z Ай aos , bo] =04 (rc 452-4); 
? 


2221. XKL 
[x 45 597. x т" ba]- PLE 


I - 1 > Alpen 20-а), 
Ë Am э 7 5, tr A| - -04- (c4 (s F. 2) 
P wax 02 
eras axo УА» уу, ]-#Ў АШ" y 
TA Hk) +2). 
(6.2.6) 
最 后 可 得 


Pex g (to, bs, tr A, o, tr AT, D Aaya 3 2 2 


Xy. ‚ D Аду AU BS +G <o, 
Xh ть & ana, M о), 8242 аА 
жизни maaa q, 当 了 为 奇数 时 , 由 于 

Mild oa )3 


Bin—nxam AU 出 现在 g 中 , 则 此 时 的 
ge1-04 (O20), 


再 利用 换 位 子 等 式 
[2 its 人 , bo] —0-F (x Ak--9 
[Zaa 52, тл ] 04 G4 H2 
[хава E atas] 2X: Aree Qi Qa HR). 
(6.2.7) 
ЗЕ Ay g ВТА, 从 而 这 个 单项 式 作用 在 二 后 
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零 、 因 此 我 们 得 到 多 项 式 Fm, 使 得 
Vo-m A.E Е})”Е„(їх A2, a, 
ir A, У Algaye, c, X ARE Yota) -+ (Z<A), 
令 036-1) 为 以 (Et, o, ЕЁ} 为 生成 元 的 环 ， 环 的 系数 域 是 
Hom(( A, (M) +A-(M))e, GL OD) A OD)9, 4 OSCHL) 
与 OX CE) AH AERE {1} 与 CE ELI, Idae nde 
20) 张 成 的 子 空间 ， 易 见 
Cau C1) ~O8(+1) ORL), 
令 ma: C (3-1) 508 (7-1) 
为 向 因子 空间 的 投射 ， 记 号 
a—b- Oif (4-1) 
是 指 存在 cc os C1), 使 得 


g—b-4o, 
$25 0.2.8 存在 一 个 多 项 式 
Fs, o, 8a, s) > B(A, Ba, ^, B.) etu ea, 


авав авта 
EB (i) FOO) = (е A, o, tr A”, ee) 
+(z<2D Og (3-1), 
Qi) UPE, £ Ао (Е, e = RFO 
- Ca TD E G0, воч, у 


JURO Quo E Bu оь Лә E а ( әз Nos 
09 X Qu Aa Ain Aa, 
证 明 HEMERT Po MERMA, 


V0) = S108 Au E2EZ)PEs Qr 4%, s, tr A990, 0) 
TGOGc2D, 
BAERE HG), 只 须 证 明 ， 
mol Aa EiB m X» AnaAs „ЕД EZ.) 


REUS ir A9, «e, er А®» 表 出 、 换 名 话说， 只 须 证 明 下 列 事实 就 


56.2 严格 的 证 本 E 
BT: 存在 一 个 映射 : 
8; Yom R, 
使 得 对 于 任意 的 m，…， oss (1, 2, =, Я 
(ЕЗ. O 
其 中 ?sn 是 2m 个 元 素 集 们 ,， …，2zm} 的 置换 群 ， 这 一 事实 糊 有 意 
E, CHAPE Weyl 的 正 交 不 变量 理论 的 推论 ， 由 于 在 证 明 
Dirac 算 子 等 的 局 部 指标 定理 时 用 不 到 这 个 事实 ， 故 我 们 把 它 的 
证 明 另外 写 在 下 面 一 个 引 理 ( 引 理 6.2.9) 中 ， 至 此 我 们 证 明了 
()， 由 命题 5,3.4 可 知 
Tp E) (А LA Nes 


oy Ac Ан” 
从 而 (区 ) 成立， 命题 得 证 . 
在 级 述 引 理 6.2.9 之 前 ,我们 先 引入 一 些 记号 ， 对 于 YEyam， 
km, 4 e(s (D, 000, s 7(28)) 为 集合 
Ха), «5, «(25 —2)) N (C(25— D, v (28)) 
U (т(2Р), «(26 —1))) 
中 元 素 的 个 数 , Jib (OE D, 6098) (QE), v (0b - 1) EXE 
区 间 ， 当 a> 时 约定 开 区 间 (a, B) -多 + 
AG) = 378001), =-, 2), 
538 6.2.89 XL TIERE os, ^, os C 11, «6, 9D), 
mo BB) m CDs 


taa ты ото» 
证 明 mo HM, ARARE БИП т> TUE 
um. A 


pL HER) SY 18. n LER Et, B1 E22, 


其 中 记号 fi 表示 元 素 Bi 被 删除 为 着 下 面 陈述 方便 计 , RII 
把 ЕШ Ед PWR EL, Ба, 记 作 

(Bz: EZ, UB, ELD. 
MEEA, m(ELOELO—p$L ER. 


[o 


vô 


aram-aram? 
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对 于 任意 的 sE 2, 8, ++, 2+1), А ожор Но 5 
ы 中 有 一 个 是 m, 那么 易 见 
m (Ef BEL. BE) cm I BE Bd Bin) 
ФЕ ӨЕРЕ S EL0- ei ELE ELO. 


ЖЫ RUE T PME S, 
94 =G = =s, HH 2725 R$, а, sos 


TEH rsp, WAIL 
(Ей. Ed.) = ÈK D aaro CU Ea Btn) 
oC OR, oe Ba 
mmo E)” BinBin 
=ж (ЕД. Ein). 
故 答 证 的 事实 成 立 ， 关 但 地 ,车 令 
QUSE) = C- 18 as СЕ Bin (BL. Ez), 
p m Bi =p HD. 
所 以 
m3 ELO mgl S. рир EL) 
= E D S ano Bi EL 7 (EL, BJ) 


2m j^ 
fes 


i 
т) (2m —2) "neige" 


x ( —1) tst renta, sim 
XB sarete (Ea, E, / (Eko, ^, Eko) 


-6 5 лун аууш 
РЫ) 11 ac, Traca) 
"ож 


1)хонон 


X Bo oos Dara nion, 
Lx sQG) 按 道 常 记号 应 记 为 s. 为 了 使 上 式 中 下 标 不 致 太 多 ， 
BRA sG). BEP CD, 0, (2m) ERIR, 故 可 以 把 s 理解 为 
Tas 中 一 个 元 素 , BE SQ) RUE s 在 4 上 的 作用 .于 是 


me 


MOSES тЫ пачняма 
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Že), s QR) =M). 
又 由 于 mS aq) om m Dam =2m(m+1), 
ёі 
d 


"m 1 EM 
est Be) m ry 22 C7 D ona Dent 
IE, 


命题 6.2.8 圆满 地 回答 了 本 节 开 始 处 的 问题 9， 现在 我 们 
来 处 理 问题 8， 在 命题 6.2.8 中 的 多 项 式 FP БЕ RI RESET IS 
方式 表示 出 来 。 它 是 从 命题 6.2.7(i 中 Fe(9) 的 方程 出 发 ， 经 
过 对 算 子 buba 作 复 杂 的 换 位 处 理 得 到 的 。 因此 为 了 解决 问题 
9, 必须 对 上 面 可 到 的 复杂 的 换 位 处 理 有 进一步 理解 ， 下 面 我 们 从 
WC9) 的 方程 出 发 ， 作 类 似 的 换 位 处 理 ， 面 后 将 所 得 的 结果 和 命 
题 6.2.8 中 的 五 作 比 较 ， 过 去 我 们 曾经 用 过 代 换 


0 а 


(40) = 


于 是 有 下 列 的 形式 计算 : 
Ay -( (б-а „ә Doc) Ju 
Dean ðs am), 
hoo d ERCOEEHEE 
= EAE: 
bi 


В 
23 2306-0, дода) ЁРЕ} 


== $3 


: 
ZELGER, 
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bao — > Bu (R, (Dya BE Er Ba Bs 
dg E Aedes 
- * Хан), 
dr 49-9. сое gp, 
利用 上 面 的 代 换 ， 我 们 可 将 命题 6.2.7(ii) PRV OOBE 
为 下 烈 命题 6.2.10 中 的 方程 


命题 6.2.10 iW Wo, M oR (2-0,1, 2, …) WE ТЛ 
方程 : 
DANrmor、 [S 2 1 dens 
(z s =+ Weg)- [5 p EE 2) аа) 
- i X а. We» (0): 
Wo?) 6; 
Wo(0)-1€R, 
Erb M, 是 点 的 一 个 小 邻 域 , zs 和 o, ESER, 412 BI 0538 
法 可 交换 ,并 且 @2 一 一 4， Wi 
G) Wo@)=L, 


wo- vw LEM 3 то T. T8), 


sf T, m, sú 


ui TUR 3-2; 
де Б 7209 如 果 s 一 0; 
F Aroari) MRs=-2 
to 其 余 情形 
Gi) же 


, ha 
Poo тато P 


W 
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Wo BIE sa P 'Pa(2(-1) Уй, , (12o, 


其 中 Fa 就 是 过 去 表示 P^ 时 用 过 的 多 项 式 Pus 
<= 1 
ЖА» = CD Eolo. 
(3) 4 Ring(a;, …, айй а, on, а 生成 的 交换 环 ， 其 
фой-—1 (2-1,5, 0, 4 Ro Ë Ring(a,, =, a) KRASE 
эй. OM 
TW Ф (0) =z (0) 
: ‚ 
= (2C 03), 2C D at, -), 
JU FRUEGE 6.2.8 中 的 多 项 式 Fen ‚м, en), 
证 明 采用 过 去 对 УО и ШЕЕ О, RAO 


SG) 30, MRE GD 802538 h 2 + Wo КОБ КК BL Ф a, = 
БЕ 得 


(Pola, — Et ER. 
RAI 
a (fF (0) |a, = Ef, Eh) 


=F (2-1) Èe, e, (1 ай, -) 
+1 iei 

HT Ф,Вїп (ш, +, a) ә Ring(Et Ej, >, E$. ER) 

是 环 同 构 , 而 且 


mos, 
所 以 (iiiD 成 立 ， 命 题 证 毕 ， 
引 理 6.2.11 记号 同 前 , 则 


r(xc203 al, RD ар, -) 


"d 
п 2210, 
‘= tanh мї -| 


2 
上 上 式 右 端 中 的 记号 ?表示 关于 а, e, m MERE ROB R T YK 
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的 部 分 . 
证 明 4 


pi 
HG, и, s ya) ~ md Ws, ^, Dt 


x KA: И үз 6.2.10 中 的 方程 .于 是 五 (t, у). 
Gy o. +, 0)—>1, 24 t—0 bf, 
由 引 理 6.1.2 4 


HQ, t, s pa) = H Y 一 
Bash S dst ee 


хоо ercon aget aa -| 
于 是 
We) e (rn G, 0, ee, 9). 


| A-i А 
1[аіт 2 ^ 一 ar 
= sr i= e 2 
вдн |а. “C last 

sinh —— + тео 


хі i, 
Ji eue 
"coda. 0) 


Vi 
r 25-а 


t 


= sinh EE lo, 
CE e са а) k | 
ат 


a, 
|i — І o 


2 
引 理 得 证 . 
жй 6.9.12 > M K 21 Ho VISCEHUE, 
了 = (d--8), A(M)—4. (М) 
是 Signature 算 子 , loc. ind D) RC Ua ittis Ls Ж. 4.4.9), 
» 


locn (D) (у an, е, Ва), 
其 中 UA, e, Bm} ЖАНАА Еау, oo, шщ EUR 3E 
按照 定义 3.8 江 来 理解 等 式 的 右 端 . 
证 明 diu, 4.4.9, 403: 6.2.8, gA 8.3.2 0] 88 6.2.11, 
3 TAMEN. 
Qoe. ind(D))(£) = d UPE, H-UUE, 0) 


ce Рф, =, rQ”, UR, ny Ea) 


iD Fe, C-1)'2(02)* 
X (if ru), n) n, Ва) 
-LEL варс, (у Qc ruf), e) 


X hs, =, Ва) 
Ул, 
-£C 24/-1y]I cep. loe. ө, Ёш) 
tan. һа, 


-[й yo on o 


-ÀI taka) Fe s 2. 
定理 证 毕 ， : 


第 7 章 


de Rham-Hodge 算 子 与 Dirac 
算 子 的 局 部 指标 定理 


$7.1 de Rham-Hodge 算 子 的 局 部 指标 定理 


设 对 是 m” 维 黎 曼 流 形 (不 必 是 可 定向 的 )， 
D, —d--8, Are (Mr) A (М) 
是 定义 1.6.9 中 的 de Rham-Hodge 算 子 ， 令 (М) 的 超 结构 
由 下 式 决 定 : 
ДМ) = Anm OI) еМ) 
x4 4— (d--8)*, A (M) 4* (90), 


-2+4 i MP makna 


HG, y, ë) -—Á—— < Sveg, 3); A CM) Дм), 
于 是 do Rham-Hodge 算 子 Do 的 局 部 指标 为 
шп, 
y RUE, 8), na 


以 后 我 们 就 限制 在 n=2? 的 情形 下 讨论 Do 的 局 部 指标 问题 ， 仿 
照 和 定义 6.2.2， 我 们 来 给 出 论证 de Rham-Hodge 算 子 局 部 指标 
定理 所 需要 的 x， 根 据 命题 5.3.3, 有 以 下 定义 ; 

定义 7.1.1 

а= OP Pak Y) E Paus (D Et ELE TER. 


0, 
(Ioc.ind(D)) (£) = -| 1 
An 


4 ТА =m— c Pama) Pg. 
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并 由 此 对 映射 
вз, Gs; Me—>Hom(( A M) + 49( M), 
(Amm UD) + AC 4) 
定义 x(o0cN 


和 = — 04 (x N) 
ЮЖ. ЖР Ga, +, ga0) 是 以 二 为 中 心 的 法 坐标 系 . 
58 5.1.8. HARS 
в, M,—Hom((A* (M) HAM) e, 


(Am M + AID) 
йе 0e, 
w olé) 0, 


这 个 引 理 从 命题 5.3.2 可 直接 推出 , 没有 必要 再 证 了 . 
命题 7.1.3 下 列 等 式 成 立 , 


Ac (3o 5) Bos) BE} Er E+ (4). 
证 明 ”仿照 命题 6.2.5 的 证 明 即 得 . 
由 命题 7..3, 仿照 命题 6.2.6 的 证 明 可 得 以 下 命题 
命题 7.1.4 1 M E OGLEXEHY, 
D, -d--8, Ae (M)-» Ләм) 
Ж de Rham-Hodge #7. Me Do 给 出 的 UU (e, у) AFINE 
га 
(i) WT <, 
€e, 0-0, 
^ ^ 
(i1) 20006, £) =tr V (0), Жн УФ (у) Е, 
«Vot = - (3x ВЕР ЕЕ; ЕГ} (s 
Уо) 
роқ) = 1, Саем) A муу, 
eC Qf) ACM) Ye, 
定理 7.1.5 мапата, 
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Do, AO (M) ДМ) 
是 de Rham-Hodge 算 子 , W 


(100, ind (D0) NE) = заар „2) абы баа da 
х Выш. (€ нама (Š ) 


=, > А Tnm (б, "o n) Du Nn 
AQ... CE), +, Еш), 
pL E 
vo) -4-(g- 33, Ra (ЕЕЕ; Bo) Уо), 
所 以 又 由 命题 5.3.2 有 


(ое. Ind (Do) (E) рур РӘС) 


ug ES s ааб ns Ja) 


Xs (E) an чын E). 
定理 证 毕 . 


$7.2 Dirae 算 子 的 局 部 指标 定理 


本 书 介绍 的 Dirae 算 子 是 Atiyab 与 Singer 在 60 年 代 初 
SHE, 这 个 算 子 之 所 以 如 此 命名 ， 是 由 子 它 是 物理 学 中 Dirae 
算 子 的 推广 现在 我 们 先 给 出 Dirae 算 子 的 确切 定义 ， 而 后 再 讨 
论 它 的 局 部 指标 定理 . 

ИМЕНЕ, 

m: SO(M)—M 
JESOQDZA, "Ed M ЕРТИП ЖЕЎЕТ И (参见 习题 
1.3.4)。 按 通常 理解 ， 上 述 的 流 形 M 有 Spin (20 HH IS, 存在 
一 个 Spin(21) 主 从 
а. PM, 


sta Dirac TID BEES ERR 2 
使 得 80(21) 主 从 
Su: PX sien O (2) M 
就 是 上 面 的 主 从 


m, 80(M)— M, 
其 中 记号 Рх spm SOC) 的 定义 可 以 参见 第 3 章 $3.2， 也 可 以 
MRLE $1.4 p it liis p P x SO(2D EA PX sswan8O(2D 的 
定义 , 其 中 p 是 群 Spin (20 Tk & SO(2D) E BU Ze f FR 
p: Spin (21) x SO(27)) SO (20). (a, 4) p(a)* A, 
p(a) BUE ЖМ 5.1.4, —4 2L HUGEINTESE HUE LETS M A 
人 pin(277 结 构 ? 如 果 有 的 话 ,这 种 结构 有 多 少 个 ? 这 两 个 问题 在 拓扑 
学 中 已 有 令 人 满意 的 解答 , 在 此 就 不 多 述 了 ， 现 在 假定 在 M LE 
出 一 个 Spin(20 519, 然后 再 开展 下 面 的 讨论 、 首先 我 们 把 选 定 
的 Spin(27) Hi P ipfe Spin(M), W S Abe Sex pL (参见 注 
5.1.11 8] SD), "EJECA 58 9! ЖЕҢИЛЕ], 其 上 有 Spin (QD йт 
am. 
E =Spin( M) x зроб, 

ERM ET MIEEA. X Spin(2) Ze Hom (8, 8) 和 В" 
上 有 下 述 作用 ， 

Spin (21) x Hom(8, 8)—Hom(S, 8), (a, ћ)њаЬ, 


[73 © 
Spin (2) x ВВ] а | : Пыра) : | 
Фо Zar 


ER ah 的 定义 使 得 对 于 任意 的 vES, 有 
(ahjo = aha to, 
出 上 述 两 个 作用 导出 Spin (2D 在 复 向 量 空间 
R%*GaHom(8, 8)=C02:@oHom(8, 8) 
上 的 一 个 作用 ， 并 且 易 知 在 上 述 复 向 量 空间 中 有 一 个 元 素 


n 
r= 21608 
= 
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其 中 9 


0 
&-| 1 (8 4 60€ ^, 
0 


0 
e,€Ox(—1) - Hom(8, 8), 
Erf т ТЕ Spin (D) 作用 下 是 不 变 的 ( 清 读者 复 阅 $5.1， 以 了 解 
% 5 Ошб—1)@6б =Hom(8, HEE, HWE rÆ Spin (2028 
变 这 一 事实 )， 于 是 在 向 量 从 
Spin (M) X saco ( R?G)Hom(S, S) eTMG)Hom(E, E) 
EE 
I(Hom(E, E)GST:) ~ Г(ТМ@Нош(Е, E)) 
中 有 一 个 由 了 确定 的 元 素 , a E [r]. 
4X 7.9.1 V M E 2L HE i 3E E ЙОР, 3: EP ELE TS 
Spin(20 819, WF Spin(M) E r 的 意义 同 前 、 容 易 知道 在 主 
从 Spin(M) 上 有 唯一 联络 o], 使 得 它 在 向 量 从 
Spin (M) X syan B? = (Spin (M) x ,SO(20)) x ,R?! 
-O(Af) x B? -TM 
LPSR 35 Levi-OivitaJX б (E st rb v ДЕШ SO (2D) 在 
及 ”上 的 标准 作用 ， 


zi Фу 
*, SO(27) x BB | 4, 1 : |а|: | 
д ад 


ЖИП {o} dk E E RUSSE EORRAR D ОУ Levi- Civita 联络 ， 并 
йазу. 于 是 按 引 理工 .5.6 EAA RART 

Le F(E)T(E), 
它 的 限制 算 子 


Cus PU DL) 
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FA Dirac 3 +, 其 中 
E, Spin M) X зразу 
58+ j&t 5.1.11 rh [0 S* (2n), 
为 了 将 定义 了 .2.1 中 的 Dirae 算 子 在 局 部 参照 系 下 表示 出 
Ж, 首先 需要 将 向 量 从 
H —Spim( M) хамар 
上 的 Levi- O vita 联络 表示 出 来 ， 设 o: USpin(M) EEA 
Spin(a) 的 一 个 局 部 截面 , HHU EM 中 的 一 个 开 集 ， 于 是 向 
量 从 的 任意 一 个 截面 在 局 部 上 一 定 能 写 为 (o, f), 其 中 f.U—8, 
对 于 及 上 一 个 向 量 场 全 ,有 
Vale, =(0, X f+e,(X)7), 
这 个 等 式 曾 出 现在 定理 1.4.9 的 证 明 中 ， 上 式 中 的 oo 是 主 上 县 
Spin(AM) 上 的 联络 在 o 下 的 表现 ， 它 是 一 个 一 次 微分 式 取 值 在 
Вріъ (20) 的 李 代 数 Spin (2D H, 由 Spin(2D €S 上 的 作用 导 
出 Spin (QD) 4E 8. EREM, BOSE CX) 便 可 在 了 上 作用 得 到 
D(X) T. EPEA Spin( M) 上 的 联络 o.) 如 何 从 М E 
Tevi- Oivita 联络 求 出 , 还 需要 一 段 讨论 .为 简便 计 ， 我们 直接 给 
出 ao{( 互 ) 了 的 定义 ， 面 把 中 间 的 验算 留 给 读者 ， 在 记号 el CX) 
中 ao( 瑟 ) 已 经 理解 为 
ex (X),U—Hom(8, 8), 
由 定理 5.1.8, EXE o, CX ) ER 
e, (X), U—0,,(—1)@0C. 
用 群 同 态 p: Spin (20) SO (21) $ S it TB t 
ри: Spin (M) =8pin (M ) x syiscoSpin (21) 
一 Spin (M) врье2р80 (20) «80 (M), 
pio 是 WO( 下 ) 上 一 个 局 部 截面 ( 即 么 正 标 架 场 )， 于 是 
£19 m (Е, ++, Eg), 
关于 M 上 的 Levi- Oivita 联络 六, 过 去 曾 有 公式 


A 
Vz => tou (X) Ej, 
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现在 令 上 面 的 o, OO 
00) = Zes OD ens, 
91 7.8.9. (EXCSpin MD Br о, 用 下 式 : 
vate, f -(s, Xf goef ) 
确定 了 向 量 丛 
Е =8рїһ (М) X вш 

上 一 个 联络 . 

证 明 ВЕЛЛ АНЕ о-о, 

я: U8pin (20), 
我 们 要 从 等 式 (0, f) - (o, P) ER 
(o, Xí- $3 OD f ) 
-(s, xi-i2 00907), 

部 推 出 

ахї аў хуа овај, 
AG, f) б, Dit Fog, FE 

9XT - X (G f+ Xf} 
= dg(X)g*f+ Xf, 

Jm kur 8923830 463 

— Ж ¿GOes=g dg (X) -F Bion QOg neg. 
出 于 = - 

(E, +, Ba) —рю - (o9) =p) plg) 
=G, y Ex) (p), 
则 出 引 理 14.2.4(iii) 有 
а= (p(g)) 0.p(g) + (0(9)) -4р(9), 

其 中 a=), оба). 
FÈ oQ(X) Pi ао) да+ (обу ЗУ X р()) 
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一 i 
- i 2 olee = — 2), Basso (X) дае 


-4 EGO - Xe wo. 
利用 命题 6.1.4Gi) 的 证 明 中 药 公式 
дну (Ф) нев 
便 得 
Án Saba X ) дзеву 


= 2 (Patoa X) n 


fa 

=} бодо (X) geag 

-2 о )g !вобвў. 
ES y Aue ҖЕ 

РОА 
我 们 把 这 个 等 式 药 证 明 放 在 下 面 的 引 理 了 .2.8 中， 所 以 现在 完成 
了 引 理 ?.2.2 КЛЕН. 
sm7.2.8 RARA 
9, U—8pin(9D 

和 一 条 道路 r, [0, >U, 
bil 


(z(a. |, ste) 


- -i 226700)». Ls ee ) ва, 
证 明 记 w=r(0). + 


rult) = —e(cosi-o,-- sin {+ еу) —cost— sin {+ ву, 


它 定义 一 个 映射 


ту, [0, 8) —Spin (2D), 
考虑 gpin(2) 上 一 条 下 列 形 式 药 道 路 : 
9; [0, a) 8pin(20); t^9(2)* Ц"), 
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其 中 Xe 是 常数 , 易 见 
9(07-9(0— -È Nee, T.Spin (20), 


由 命题 5.1.4(iit) 可 知 ， 线 性 无 关 的 集合 Goes 677) 2 RE % W 
Т.8рір (20). 从 而 存在 适当 的 Ao, 使 得 


(8(8)* IEO) POO = jan. 


由 此 可 知 
(eg). |.— patr) — op (0)) =. Фр) (0). 
易 知 
1. 
1 
eos (22) sin (24,0) mig 
1 
ртм) = E 
1 
—sin (2%) cos (2g) jin 
t 
4 


|z M i<j; 
к (Coo(0))7*- (op) (00, 17 2% M 423, 


o Ni 
从 而 
-FF (р) Gb Oves = м 
pC0) G00). 
于 是 引 理 得 证 . 


$72.4 上面 我 们 证 明了 引 理 7.2.2 中 的 Y 确实 是 一 个 联 
#, 并 没有 验证 它 是 通过 定义 7.2.1 中 的 手续 造 出 来 的 。 后 一 结 
论 的 验证 请 读者 自己 去 完成 ， 关键 之 处 在 于 认 清 及 上 的 Levi- 
Oivita 联络 矩阵 
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о= (оу) =) cou (85 — 04) 
与 引 理 Y.2.2 中 的 
-imeeODe 
之 闻 的 关系 , 其 中 бу 的 定义 见 引 理 3.3.2 中 的 说 明 , CEANA 
FE, 其 第 G, j) 元 是 1， 而 其 余 元 为 零 ， 利 用 由 pSpin(20)-> 
SOC2D 诱 导出 的 映射 
pa T Spin (21)—>T, SO(20), 
证 明 引 理 了 .2.8 时 的 计算 表明 
P. (- i z она) = a eu (05-64). 
再 进一步 解释 上 式 即 可 完成 欲 作 的 验证 ， 
引 理 Y.&.5 d 
La FU) 
是 定义 7.2.1 中 的 算 子 , WE Spin CAD fO ERU o F, 
Late, f) -(s, SE Зу оу Еден). 
证 明 ШР 
T -X 5% c R"GyHom(S, 8), 
故 它 诱导 的 [7] 在 a FEH 
[r] - (c, 51690) ET(Hom(B, E)GTM) 
—I(Hom(E, E))G)P (TM), 

容易 知道 。 (e, 80—(e(0), 8) - E,CI'CTM), 
并 且 对 于 (o, DETE), 

(e, 6) (о, Р) =(0, ef) CT (CE). 
于 是 按 第 1 章 $1.5 中 的 定义 ,有 

Lio, f) - 3o, өф моб, f) 


(e, (o, E + Xon(Eoeof) 
00, uf XontBoeenf), 
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引 理 得 证 . 
定理 3.2.6(Weitzenbiick 公式 ) 设 
D,DQE)oT (B) 
是 引 理 7.2.5 中 的 算 子 Dos (有 时 我 们 也 把 它 称 为 Dirae 算 子 )， 
-H 


D=- A+ RT(E) ST(E), 


Юр REM 的 标量 曲率 ， 它 是 站 上 的 一 个 函数 ， 如 用 第 1 章 
$1.2 中 的 记号 , 则 
R= Вц, 


证 明 ”首先 我 们 对 引 理 了 .2.5 的 证 明 中 出 现 的 (0 e) HRM 
Ж. ШЕШ 1.6.18 的 证 胃 中 的 (ou 入 ) RICE) 极为 类 似 ， 经 
过 关于 配 联络 的 讨论 可 知 

Vala, ө) -ETBE в) -Zou ө). 


Ж ТИШЕ IM e X 1.5.4 i2 9 D(X, Y) (不 要 与 
Dirao 算 子 的 记号 也 混淆 )， 于 是 有 
De, e)Va (0, ө)ув, 


200, ө) укбо, elvat Эт, e) (о, e) vn Va, 
ens 90 (=, aD Tha (о, se) Van, 
=e, вв) D(E, Ej) 
-7 E (e, ea) DG, BD)+ (e, ee) DG, B} 
=F t, se) DOR, В) 

—(e, ee) D(E,, Ej) -284,DCE,, E) 
-$E RO, E)— A, 


ЕЙ ЖУЗЕ RE, BEE 
R(E, E), T(E) T (8), 
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它 和 流 形 M 上 的 曲率 算 子 
B(E, Bj), F(TM) T (TM) 
是 不 同 的 , 故 需 重新 讨论 .我 们 先 证 明 下 列 等 式 ， 
RZ, )-iX Rusa, X )o(Y) 
X (e, eo, e), FE) OT (E), 
其 中 (o. +, ош} 是 CES …， Ед} ЮНАЯ, {ЧЕНЕ 
是 ,上述 等 式 两 端 与 局 部 截面 o 的 选取 无 关 ， 这 性 事 证 上 明 如 下 ， 
#0. UOSpin(M) я, E Z д. U- Spin (ар) 使 得 
9—cg, 于 是 
GÀ, n, Ёш) = (Er, n, Boa) PO, 
(@, ++, ®щ) = (n, +, on)-p(g). 


FEER 

(6, e), =, Cr, 0x) — (о, е), 77, (G, вш))+р(д0), 
由 此 即 知 欲 证 等 式 的 右 端 与 e 的 选取 无 关 ， 为 了 证 明和 欲 证 的 等 式 
Ж p IRE, 采用 证 明 引 理 1.6.6 的 第 二 等 式 的 方法 , 选取 特殊 的 
с, IRER E M A ERRA {En … Eu) F ГЕС) =0 R el, — 
0 这样 的 5 是 存在 的 )， 对 于 (c, fF) e PO) 有 


Valo, fs, B.P) Ar, у Гао) 


— (e, Ed) + Fis, oo] (z, on) (z, 7). 


于 是 
‚ Vaya es /)1›=(о, В), 


Eva Gs е) (9, f], 


从 而 
R(E, Eio, f)|s 


= -4 PIVa Vs, VeVe, — Vis, gn) (G, ев)] 
х (с, ea)*(o, f)». 
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注意 到 Va E, УГЕ, Vac, ej) => Го, е), 


以 及 R(E, E)E,— -È Еһ, 
故 知 R(E, Е) (о, e) = - 21 (о, e). 
这 样 便 有 


RO, Bj, f) = — Bae, mo e) Gr, |. 
故 欲 证 的 等 式 成 立 .由 Bianchi 恒等式 
Hog, t Вууов + Risya = 0 
( 见 命 题 1.2.1 和 1.2.2) 得 下 列 计算 : 
0— BRBoort Roast Basso) titii 


s, > „ Resy(e@a8a6y 608036 ёё ,бойв) 
=8 У] Бывуеёыегбу+@ D (aus 28,4: t Ragt)eapa 
ба [Ey 


—9 2 Ruasyeeaeaey+ 0 рз Raus, 
Sa BUY $a 


从 而 , z „овуна --2 > Aus —-2R, 
тй 
1. 
3 ДЇо› een ROS, Bc iM Bade, оеша) 


1 1 
=ч (e, В) =з В, 


XES —8* 8 中 可 以 取 自 然 的 Harmite AR, 使 得 Os(—1) 
在 8 二 S- 上 的 作用 保持 内 积 。 TURA S+ 和 5- 中 的 内 积 可 以 
时 出 ЕЁ, 和 召 - 中 的 内 积 《, > 进而 给 出 PO) ГЕУ Курун 
<>. 

©7271 4D, T(E.)—T(E_)# D. T(E) 
Г(Е.) Diras 算 子 D. ГОВ) ГСЕ) KRt, RID. Г(Е„)->' 
TUI) 的 伴随 算 于 是 D-, PUE )- 41 (E), 

证 明 设 9=(o, PETE), C-(o, eT (EO, da 


87.2 Dirae 算 子 的 局 部 指标 定理 211 


& == (а, e), RI 
аю, D - Xia D 


= 97,020), O- lVe), O) 
UDINE, 00—460, Vrk- > Tí, Б} 
2149, ev + 3f, 9> 
CAD 9). 
容易 验证 
(1) 7-27, ФЕ, М БЮ, 
(ü) div T -EVsT, HE» XU. f, 9 


SE Tief, 9} 
(参见 习题 1.6.7). 
因此 €D6, {>= 49, DO» x div T, 
从 而 <DA, D» =<, DO». 


AIHE, 
与 de Rham-Hodge 算 子 和 Signature 算 子 的 情形 类 似 ， 册 
于 命题 7.2.7, Dirac YF 
D4 T(R,)->T(8_) 
的 局 部 指标 定义 如 下 : 678 
4= P^ TTD), 


* Hay 0- ve епо (€, y); EE], 


是 $4 的 MP 拟 基本 解 ， 则 定义 


Qoc.ind(D,))(£) = eye = о, £). 


为 了 论证 Dirac Т D, 的 局 部 指标 定理 , 根据 命题 5.3.1， 需 要 
定义 合适 的 x. 
定义 了 .%.8 设 有 表达 式 
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a OP Paky) -z Pan Pn 6, 


4 x(a) =т—> (Par Pann) +8, 
其 中 = (0, e) € F'(Hom(E, E)), 
c EEA Spin (M) 的 一 个 固定 的 启 部 截面 (注意 ， 玫 达 式 与 9 的 
取 法 有 关 ). 
根据 定义 了 .2.8, 可 以 定义 
X(@)<N 与 oə—oe@>Gs+(z<N) 
等 概念 。 由 命题 5.3.1 可 推 得 如 下 引 理 ， 
1272.9 RECM, M4 为 点 的 一 个 小 邻 域 ,又 设 映 射 
о; M.—Hom(8*-r8-, 8*--S-) 


满足 AX (20) «3l, 
出 ж o(£) =0. 
命题 了 7.%.10 р, (E) TD (E) А Dira 算 子 , 则 
D--X 2, Reni ts 
+ 2 sess Pus (ORA, 
+(х<2), 


其 中 (и, cn, уш) АЦЕТОН, 选 定 的 c 使 得 
обе) =, en Елу © 的 测 地 线 平行 的 么 正 标 架 场 , 并 且 


д 
ELE) Sap lt 
i= (o, ea), 
日 дү = n 
жин i RAMLA 1.6968 (2. dum min 


EUN д 
法 Ба (о, 22). 
证 明 ”由 定理 7.3.6(Weitzenbiek 公式 ) 知 
Di AG). 
按照 第 工 章 1 的 定义 ,有 
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87.2 


Hame) con CODE, B) 


=F Hun) DH, Th. 


再 由 习题 1.9.10, 得 
гу- ЫН (Оше, 


于 是 


o= XVA Vn Уан) 
=> у, (е Е-е (oes) - E TAV. 
У Va, io, E,— 2j as Е) ава) 5 Гав, 


=F з», (о, Be E Theta) + а) 


=У(ес, BEED ET heats +1) Ties, 
S 4 23 4 ав 


4 E ora Гавеа) +(х<2), 


16 араз 


а а 
E, = m \; 
ЕЕ, EE (233 


1 gs 1 ә 
IRET- X Basse eaes 十 (052) 
iEDeeh-— X Ваи atot (x<2) 
4 & 8 Vs: "wy “ ' 


1 
TE ma a TG Tea ea aa, 


1 
z Rua (E) Вало бо Qa naa (9), 


64 


аьан 


Mom i Bor. 
Dirac ЯТ D: POE) T (E) KRR E 3C F JH Bl B; 


UCE, PRENE 41.1 的 方程 ， 即 对 于 vC Elo & 0090) = 
U*(£, po, 则 有 下 式 成 立 ， 
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(veis yaq - rant 
ar? (y), 
UO =, 

RUSAUET 2.10 中 的 表达 式 , 令 


Су 2° 
> Ws 3 3-2; 


aoi вни рой» Sat 
gg Eva (Rua (Sessea Sm —9, 
tQ, ERRE. 


为 了 记号 简单 计 ， 把 (с, а) WEA a. ESO TES 6.2 中 用 的 
a, 与 0。 等 相当 于 现在 的 (a, a), 清 读者 注意 ， 不 要 从 概念 上 混 
请 了 现在 定义 的 (oc, 与 mw%， 但 是 在 作 计算 时 , 我 们 总 是 固定 一 
^r =, 所 以 能 以 m Ко, a), 使 书写 简单 些 , 仿照 引 理 6.2.6 的 
证 明 , 可 得 以 下 引 理 ， 

3187.29.31. ”对 于 任意 的 wE E,=E|,, 由 等 式 

UE, y)o = f 1U*9(y)u 
确定 映射 (定义 在 专 的 一 个 邻 域 Me ED. 
0%, M» Hom(E;, Ej) Hom(8, 8), 

则 


А ET — 
Utm) LEX T my aJ i(m+si T sO £20, 


Жер 1058) 是 常 值 函 数 та, HEZ, MERY 
Ve, M,-»Hom(8, S) 


满足 
(AHVO) = (ea 二 ao 二 ga]Ferb(g); 
Veny)=0; 
| Ve(0) —1, $28. 
则 От) - V G8) - (20), 


EA SAARIA 6.2.6 的 证 明 可 得 , 


$7.2 Dirac 算 子 的 局 部 指标 定理 215 


геод) = D ен Uo ns FS) 
nomm (s, s, Së m) 
cc), 
注意 到 
Utt Gn 8 e$) o1 sdb) + (х<0), 
所 以 引 理 中 关于 U Gn 的 等 式 成 立 ， 如 果 用 考虑 UO 的 方法 来 
жа Vo, 再 比较 UG) 53 V (йу Жз, 便 知 
Uto (f) VO Q8) (098), 
引 理 证 毕 ， 
BDE 7.9.12. dn RUM WO, 4,5 Hom(S, 8) 
满足 
(d--4) WO (y) = (aa ta- W'é79 (9); 
W:-5(g)=0, 
WY(0) =1, $8, 
[| WER) = G8) + (х<94), 
Жор Уот) а 7.2.11, 
证 明 仿照 命题 6.2.7 的 证 明 , 即 可 证 出 本 引 理 ， 
到 现在 为 止 , 我 们 再 利用 命题 5.3.1( 或 引 理 7.2,.9), 便 得 


(боела4(®,))(@=-{аруг CUE, £) 


i 
(4! 
1 
(42)! 
如 果 再 仿照 对 命 愿 6.2.8.、 4146.210, 8| 38 6.2.11 RUE E 
6.2.12 的 讨论 ， 就 可 以 得 到 Dirae AF D, 的 局 部 指标 定理 了 . 
现在 的 讨论 比 Signature 算 子 情形 的 讨论 容易 ， 至 少 不 需 要 用 引 
96.2.9. 可 是 仿照 第 6 章 86.2 的 讨论 是 相当 乏味 的 , 因此 在 此 
就 不 再 继续 下 去 了 .下 面 我 们 用 陈 根 算法 来 处 理 Dirae 算 子 .一 
方面 用 以 给 出 局 部 指标 定理 的 结论 ， 另 一 方面 对 陈 根 等 法 作 一 次 
复习 .首先 我 们 知道 


ue = duy Gy) 


^ 
we), 
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loc.ind(D,) шеф, £, £, 
其 中 GC v, WIE 
-#-+а)@а@, y, 0-8 


Dm | GG, v, DOE cot), vo. 
这 里 的 À 是 Dirae AF D 的 平方 ， 由 引 理 7.2,13, 有 
Pm 
4 


第 7 章 


+ DY PN OI NONE 


上 式 中 的 E. Re ЕЕ (о, mte, e. 
HO RESO 中 陈 根 筑 法 的 最 基本 公式 是 ， 
0—5) Be iar hm); 
mm Ey Ba, Ва), 
以 及 导出 公式 
Au B) Panes 
4-2 


WpERRAAOGUP ATI +4 的 表达 式 , 得 


82391 — i 9403 22-1). 


e 
4= TOME pi us P > gia du 


--X frd; Bebes), 


Ey wF a A 
25473 DET дв 22 beds). 


ASI 4.5.1, н Dr 4 0358288835, 
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Н Na, 
Ga, 7A ELT er NET 


м1 Ут 
8 


,*6oth 


xen|- E. Calata) || 
于 是 


^ 
lim ir G(t, 0) 
p 


stb ЕТО noo, т ЖИЙИ РОД, ЖШ 
命题 5.3.1, 有 下 列 计算 


= le, 
A i B 2 + 
ir KC i. E" Ji ) 
2 
моа u xl (Ea, Es)eses ] Д 
=tr diy H 6 
(2 Ea, (Ha, Hadesen) | 
Qo P3 ,1 
OQ? (my 
Xy mu (Es, Ba)wa Nos 
п 一 (Е. Ёш) 
ТЕР ЗУ) тш (Ж, Б) Nos) 


2! i Ii 87 Emu, (z Ba) 
(V-I) (Gm a am) а, 79, En 
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un sh 
照 通常 4 示 性 式 的 定义 
А Mii 
Аф, m 9-0 一 2 
^ sh = 


Am fitr Est 
定 至 Y.9.13(Dirac 算 子 的 局 部 指标 定理 ) EOM RONDE 
定向 黎 曼 流 形 , 有 一 个 国定 的 Spin QD ЖЕ, 又 设 
D, T(E, )>r(E-) 
是 定义 7.2.1 中 所 定义 的 Dirac 算 子 , 则 
locind(D,) = A(pi, po, ~") s, 5, Еа). 


Atiyah-Singer 算 子 


Atiyah Singer 对 物理 学 中 Dirac 算 子 作 了 推广 ， 得 到 第 7 
章 87.2 中 的 Dirac 算 子 。 他们 作 的 推广 讨论 显然 可 以 导出 本 章 
的 Atiyah-Singer 算 子 ， 这 种 算 子 包含 过 去 讨论 过 的 de Rham- 
Hodge # F Signature HF, AXiyah-Singer-Dirac 算 子 ， 也 包 
含 了 即将 介绍 的 上 述 算 子 的 扭 化 (twisted) 算 子 . 在 人 们 的 心目 
中 ， 这 种 算 子 应 称 为 广义 的 Dirae 算 子 ， 但 是 眼下 流行 的 广义 的 
Dirac 算 子 已 有 确切 的 涵义 ， 它们 是 下 面 的 扭 化 Dirac 算 子 ( 见 
定义 8.3.18) 或 是 定义 8.3.15 中 前 增 广 Dirae AF. 由 于 这 些 
流行 的 广义 的 Dirae 算 子 不 够 全 面 ， 所 以 我 们 把 这 一 章 讨论 的 算 
子 称 为 Adyah-Singer E. +, 

Atiyah Singer 的 作法 使 我 们 认识 到 前 而 讨论 过 的 算 子 有 一 
个 共同 的 表达 方式 , 即 都 能 写成 

D-FE iVe: PO) PL), 
共 中 {8} 构成 一 个 Gliford 代数 ， 因 为 了 有 Weitzenböck 公式 
D=- 4+, 

其 中 如 是 Laplace-Beltrami 算 子 , 故我 们 可 把 五 视 为 Laplace- 


` Bevcami 算 子 的 平方 根 . 


HB G0 Ж Olifford 代数 是 怎样 作用 在 T(E, +E) 上 的 
WIRED ЦЫ КШК ERR CE, oe, PARERA? 
ЭХ АШИ EUH, $8.1 中 论述 的 G-0liford 模 正 
是 用 子 解决 这 两 个 同 题 的 ， 在 $8.2 将 介绍 向 量 А Ю=Е,®@Е.. 
上 的 联络 ， 在 § 8.3 中 要 介绍 超 结构 , 以 便 从 算 子 
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DiDUD-»r(E) 
fe ШИЕ A tiyah-Singer 算 子 
DT) AT (Il), 
此 外 还 把 一 些 熟知 的 算 子 理解 为 Atiyah-Singer 算 子 的 特例 ， 在 
$8.4 中 将 焰 浅 地 谈 一 下 其 些 Atiyah-Singer 算 子 的 局 部 指标 定 
Lo 一 般 的 情形 就 不 在 本 书 中 组 述 了 . 


$8.1 G-Olifford 模 


在 第 5 章 习 题 1.12 之 后 有 一 个 关于 Ol 人 ford 代数 的 小 结 ， 
在 那里 我 们 指出 (2m) 是 一 个 Spin (an) -0liford 模 ， 现 在 把 这 
一 概念 作 一 小 小 的 推广 , 

设 信 是 一 个 复 向 量 空间 , G 是 一 个 群 、 映 射 

&GxY2V 

如 满足 ; 

(1) HF g nE EV, A 

Ela ga, 9) =E (g, Š (go, 90; 
(3) HF g€ G v, s; CV, a, b€ O, Ж 
£(g, ao 十 bg) =af (g, «) +b£(g, va). 
则 称 为 是 群 他 在 复 向 量 空间 LAAM, W3ARG & V y 
和 作用。 又 设 O,(— 1) Olifford 代数 ( 实 的 ), 映射 
Co( 一 力 xY-V 

如 满足 ， 

(1) 对 于 оа, ЄО„(—1),%ЄЎ;,АЄВ, 有 

"(e tee, 9) Mes, v) "emo, v), 
01702, 9) C, m5, 9)); 
(Н) HF e€CO,(- Divi o; CV, a, b€ C, A 
me, av; +-bua) —ante, vi) bn (e, va), 

ЛК 2 Oliford 代数 O,( DS i ж EY 上 的 一 个 作用 ， 
简称 O,《 一 二 在 玉 HY. АЙ 
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t Gx0O,(-1)50,( 71) 
如 满足 ; 
CD 对 于 ggs€9;cE0O,( 一 1), 有 
Ugo, e) (д (gs, 0)); 
(н) HF g€G@;a, e3€0,(71)5 ACE, 有 
C, Restes) =% (g, е) +Š (g, оа), 
Ug, се) =E (g, e) *Ë (g, в), 
ан) AH TARRE R^ 上 ， 其 中 及 " 是 0,( 71) 的 子 空 
I), е, ^, 6")} 张 成 (参见 定义 5.1.8), 
WEARER G 在 Olifford 代数 CO.( 一 1) 上 的 一 个 作用 ,简称 G 在 
Cs( 一 上 的 作用 . . 
定义 8.1.1 ik V &—4- МИШ, 其 上 具有 一 个 群 G 作 
用 志和 一 个 Clifford 代数 O,( 一 了 ) 作 用 ”m9， 如 果 又 有 一 个 G 在 
0O.《 一 了 上 的 作用 
&@хО„(—1)уәО,„(—1), 
使 得 对 于 9E Gec О„(—1),%ЄЎ,Ж 
£(g, nle, 9) =n (д, e), £g, $5). 
ДЖУ Ж—1 n W G-Oltfford 模 ， 有 时 为 准确 计 ， 我 们 把 这 个 
G-Olifford аж (9, О„(—-1),У;,&, n, ©, 
#812 定义 8.1.1 显 然 是 Spin(2n)-gliford 模 S(9n) 
的 自然 推广 , 虽然 过 去 并 没有 把 所 能 限制 在 及 "这 一 条 件 明白 讲 
出 来 . 
例 8.1.3 4 G —Spin(2n), H) S(2n) 8 —4» G-Olifford 
B. 有 时 称 为 Spin (2) -Olifford 模 , RE Z M, RM Diraca, 
例 8.1.4 Pide Rham-Hodge it 
n И de Rham-Hodge 模 是 一 个 % 阶 G-Olifford dt, 其 中 
9-00) ={AEGLn, B)! A-A} 
Ү=Лїт). 
关于 Ап), 请 参见 引 理 5.1.5 前 的 定义 ， 定 义 wm. 使 之 满足 
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E: O) x Дт) 9.80), (А, BA: Айы) 
Ind > Ара Аб А NOS, 


didici 
m 0,7 1) x Aen) Me Q0 (е, был AB.) 
Pe OA NÉS, 
&0@)хоО,(—1)-О,(—1), (А, едк» Ане, 


现在 验证 上 面 定义 的 一 个 G-Olifford Bt, 验证 分 下 列 四 个 方面， 
(1) 是 群 O(n) 在 向 量 空间 (п) EREA. 
Gi) w Clifford 代数 O,( 一 1 在 向 量 空 间 (wm) 上 的 作 


Gii) 是 群 OCn) 在 Clifford 代数 OD EREA. 
Gv) 证 明 等 式 
£(g, nle, v) 10009, e), Eg, 9). 
在 验证 (i) 之 前 , 我 们 需 对 定义 专 时 的 记号 作 点 解释 ， 在 第 5 
章 $ 5.1 中 定义 4 人 … 信 0 BE, BER dece <. XET- US 
h, е, $ SACS А Ө, 在 那 时 没有 所 , 实际 上 它 应 理解 为 б, +, 
Ou 的 外 积 . 这 种 理解 在 定义 与 9 时 是 需要 的 ， 或 者 珀 切 地 讲 ， 
是 方便 的 .如 何在 ASQ) 中 引入 外 积 呢 ? 我 们 的 作法 是 先 定义 一 
ARR A, +, 0,7, 而 后 把 ICA, «e, 0.) 看 成 向 量 空间 , 找 出 它 
ы ARGO 的 一 个 自然 同 构 ， 最 后 将 AO, o, 0] 中 的 乘法 带 给 
Ав(®). Ф910, =, 6] k —4- E 上 的 结合 代数 ， 它 具有 单位 元 
10061, ++, a HERT, 并 县 仅仅 满 足下 列 关系 : 
60,000, —0, Vi, j—1, -, n, 
易 见 , 作为 实 向 量 空间 , %[[0,, …, 0] 共有 由 下 列 单 项 式 构成 的 基 
(0,0, 1d e dum, Oc bn). 
Жон k=0 时 , 0, 0,1, AETI, W Oba HET nA 
入 给 出 了 一 个 向 量 空 间 的 同 构 ， 


9003, +, @Д-=> Ди(а), 
于 是 在 Дап) ГЕ (ЛЕК РЫН) Т. 经 复 化 手续 ， Да) 


$8.1 G-Cliford t 228 


PERIE, Юй <. <i, Bf, dn ALAS Aba P BA 
可 以 理解 为 外 积 ， 现 在 验证 (人 ): # 4,BEO(n); 
2 一 X. Mau № ЛВ, Є AGO), 
那么 | 
ECA, £(B, 0) =E (A, Ehau BiB pnb А AB.) 
= P > zm. Nat Bar" Вы, 


ume fm 
X Áo utt Aaa. № NÉS, 
= „2, Ios A Ban 


x (A. Bae A ` AUS, 
=&(4.В, 0), 
ЮЕ (10), 由 引 理 5.1.0 即 可 推 得 , 
Ж (Hi), 应 当 讨论 如 何 从 
(4, а): Аму CA, а) 
扩张 成 (mw) 在 代数 0。( 一 上 的 作用 ， 如 果 令 
4, Dsi, 
ССА, euim) UU, e) CA, en) 


£A, ee) HECA, ee) = — 28. 
县 体 的 计算 请 读者 自己 补 上 . 
WE (iv): 394 €0(0; ee; 0— 0, A A0, 则 
Elg, 160, VY) — CA, LAB, A... NB, S А-Л) 
D, Arhar And Аб A... AD) 


ЕА 
+ š COD X vA FIM 
- duh 


хб, NS Аб, A. ND, 
m (48) A (Аб) NN CAD 


+ (D SRL (B) A 
Eo 
AG NN Gb) 
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(40) AGB) A: ACA) 
ELA) Ne GB) 


= È ien 16) (Ара) A: NC) 


= 70000, о), £A, 9)). 
H esep e 那么 利用 上 面 的 结果 有 
Elg, n(e, ®)) e £g, mon, nene, ®))) 
=A, e), Eg, n(oy os, 9)) 
TG, en), NEU, e), 
Elg, (өв, 02 
=n (Elg, Onen), £g, noc сеу, $))) 
= 1009, entes), 609, ъ)) 
= 1007, о), EG, 22), 
TED GPE E, 
例 8.1.5 i Signature Ë 
2n Ий Signature 模 是 一 个 2n Er G- Clifford Ж, 其 中 
G-SO(à3), V Ak), 
E, ,的 定义 同 例 8.1.4 
注 8.1.6 上 面 定义 的 预 Signature 模 儿 平 就 是 一 个 预 
de Rham-Hodge 模 ， 但 是 在 8 8.3 中 它们 各 自 配 备 超 结构 之 后 ， 
就 大 不 一 样 了 . 
例 8.1.7 Pi Riemann-Roch Bt 
2n И Riemann-Roch 模 是 一 个 2n fr G- Clifford B, X 
中 


G-T(o) 
= {A+ TĪB]A, B€ GT@, В), 
(Ax A TİB} (A- J—1B) -1), 
V 4), 
é, n, САТ, 


ae 
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(А+ V -TB, B Ne NO) 
- 2), (A+ 1В) м, (A+ IB) D Ae NOS 


Jg ET OAA) M and 


n, Bs Ne NB) =) ут 
Ug ewe. Ac NÉS), Ч andi, 


((Ga +B, е), s ECCE MLB, em)) 
A -B 
-(n, с, e(5 ñ ). 
请 读者 验证 ,上面 确实 定义 了 一 个 2n gr G-O)ifford Bt, 
P18.1.8 PERSH 
X (Spin(25), Os ( —1), 8(2n) ё, n, J& 9I 8.1.8 rh RIIE 
量 空间 (或 称 预 Dirac HD. 4 
(Spin(2n), Об —1), 8 (2n)@8 (225 £, 5, D) 
WE 
£, Spin (2n) x (IMDS (2n))-» (S (2n) GS (22)). 
(g, 9%) (9, *:) 626 (g, v2), 
8.0 (71) x (ENOS 2n)) S (S (2098 (2), 
(е, 69е), т) о, 
£C Sp (ап) хо (—1)904(71). 
容易 验证 它 是 一 个 2n fr G-Olifford 模 , RA 2n Br an ak ЖОЕ | zx, 
2n Wr 3x Dirac jit, 
例 8.1.9 ik G-OMfford Hit 
B(G, O,(—1), Y, £, n, 0J&—^ n B G-Olifford Ж, xit 
W 是 一 个 Go 模 ， 其 中 Go 是 一 个 群 . 定义 一 个 GOliffora Ж 
{Gx G, О„(—1), VOW; š, 5, D, 
使 得 有 
& (@xG) x (Y@W)—(V@W), ((g, go), тш) 
i£, DDI 
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f. O.C-D x V@W)—(V QW); (c, Dw) 
э(е, 0) е, 
Z, (Gx б») x0,( -1)0,(7 1). ((g, go), e) 
Юю у, e). 
请 验证 上 述 定义 的 确实 是 一 个 % 阶 Q-0lifford Ж. 我们 称 (Gx 
9, О„(—1), VOW; 8 和， 外 是 担 化 的 GQ-Clifford 模 ， 或 是 
(G, 0,0—1), Vi £, n, ЮНИ. ЖЕНЕ (0х6, O,(71), 
РО, £, 1, DRA 
(9, G,(—1), V; £, т, OG (o, W). 
018.1.10 诱导 GOiigord 模 
EG, 0,(—1), V; £, n, 0 是 一 个 nn 阶 G-Oliford Bi, Н 
e; HG 是 一 个 群 同 态 . 令 
& HxV-V, (h, DHEA), в), 
5-9 0,(-1) xV >F, 
нхо 71)20,(71); (А, PL (eh), с), 
ДСН, 0,0-1), Vi Š, 9, O J8—4 n Br G-Olifford 模 ， 有 时 简 
记 为 p"(G, 0,071), V £, m, O. xx G-Olitford Blog i$ + 
Ж. 
习题 8.1.11 5 
B; Spin (9m) 一 Spin(2n) x Spin (2n), g>(g, g), 
试用 例 8.1.9 与 例 8.1.10 的 概念 证 明 双 旋 量 空间 ( 例 8.1.8) 
AFINAR: 
(Spin (2n), O;,(—1), 8(21)9)8 (2%); 2, 9, D 
= (Spin (2n), C471), 8 (Ən); £, n, O 
@(Spin(2n), 8 (2п))). 
33 8.1.12. EG, 0,(-1), Vu €s m, O 58, 0,( 71), 
Fa É, т, ОА" G-Olifford fi E CNA AARG, 
0,7), 0. TREE UHR ss [B] 1 38, 
$, V SV. 
使 得 下 列 两 个 图 表 交 换 ， 
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бху Y. OD Kp 5 Ys 
1] Ф 1х@ Ф 
аху, ү, O1) XVa > Ра 


ПИФ EER G-Clifford i F] H. 
do. Өрїл(2в)-—>8О(2в) 是 命题 5.1.4(iii) ip BJ ds, Ж 
£o; SOn) SO (2n) ERARE. i 
(Spin (252), 0,0—1), 22%), £o, тю, Eo) 
= (po p)' (2. Br Bi de Rham-Hodge 模 )， 
(Spin (2), 02.(— 1), 8 (2а) 8 (2n); £y, w, CO 
=~ 双 旋 量 空间 . 
容易 验证 (参见 命题 5.1.4) 
Spin(2n) x Об 7155 08( 72). 
© 8.1.18 作为 Spin (22)- Clifford 模 而 言 , fi de Rham- 
Hodge 模 与 双 旋 量 空间 是 同 构 的 , 即 存在 向 量 空 间 同 构 
D, 40(2%)->8 (2n) 98 (9л), 


使 得 下 列 两 图表 可 交换 : 
Spin(2n) x A (2n) A (2) 
ixo o 


Spin 22) x (S (2n) OB (222) — 8 (22) G08 (Ən), 
00-1) х (п) 95 Лаа) 
1x6 oj 
Ona C7 1) х (8 (2n)@8(2n)) => S (22) G9S (2n), 
换 名 话说 , 图 表 
& > End Ad (2n)) 


d ү 


RU Ends CMDS 22) 


т End Ac (2n)) 
2” Ф. 


C,(—1) 
TN End(S COS Qu) 
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是 交换 的 ， 其 中 End (45(21)) «Hom CAg(22), 45(22)), P. 由 
TRAME: 

Ф,(ф)(и) =Bop (u), 
ypEEnd(Ag(2n)), uC€S(2n)9S (2n). 
证 明 命题 5.1.7 表 明 
Ел4(4 (2%)) =Oy,(1, —1)@C 
-algoler, +, 6, 61, on, Ch). 
利用 S (28) 中 的 超 结构 
S(2n) =8*(2n) 4.8- (2n) 
和 命题 5.2.9, 得 А 
Еһа(6 (Зп) 98 (2n)) = End (8 (Qn)) GjEnd (S (2n)). 
又 由 定理 5.1.8 得 | 
End(S (2»һ))@Епа (8 (9п)) 
= (On(—1)890) Oa- D0) 
—algeles, t, Con, ё, ns 09). 
上 式 中 的 el、8 Аад (05. 7108900 9 (02.( 71) 890) 中 的 
691 19е. AFR 
V (ej) =е, V (et) = — M — len 
定义 复 代数 同 构 (将 T 的 定义 与 定理 5,1.8 pR Na 相 比 较 ): 
Pialgolor, e, em, ef, cn Ф} 
—algeíei, >*t, Cza, ёа, i, баа). 
借助 前 面 的 等 同 , 便 有 代数 同 构 ， 
P, End(4£(2n)) —End(S(2n)G28(2n2), 
在 证 明 的 结尾 部 分 , 我 们 将 造 出 线性 空间 的 同 构 ， 
更 4302n)>8SC2mCOSC2n)， 
使 得 轨 一 $5,， 因 此 先 来 验证 等 式 . 
40—61, Pho=m. 
因为 Ves fü £, ВНА, КАШУ 
9= —es(cost-e, tsin tea) G<a<8<2n) 
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证 明 FE) =G (g), ZARR 多 go 一 纪 ， 由 引 理 了 .2.3 WER 
中 的 计算 知 


1 - 
"a 
оз  — sin 9 (йай) 
1 
plg) = Ez 
1 
—sin 27 cos24 [TT 
1 n 
`1 
名 (9) 具 有 下 列 两 条 性 质 , 


《1 ) РЕКАО Л.Л, ж 
ECI) (Uu Ле Айы) = Eo (9004) A: NED Oa). 
Gi) ф(д)% = > (e(g),0) =0, + (оов24— 1) (84054-8405) 
十 Sin 2t (8405 —8,0,) . 
MEH Фе (ОВАН БЕДА) SGD, МА 
Pg) = -2(е.(00з trea HSin es) gs (008#-5,--віп $«65)) 
= — es (o08t«ez- sin ез )еў (0081.02 +sin tež) 
= сов + sin {+ 0080 (¿Ze — ezez) "rsin?t-ezetege], 
由 于 
едеў = (Ba Fla) (65 la) =8a88 + lola -- eals-t laf, 
өзер — (Ea— la) (вв — 18) —8әвв lal — ваја ~ las, 
Eeh — еше — 3 (Eala + lobo) =2( Eala — Esla), 
еше = (e, — la) (Eata) =2eala— 1, 
өхеезеў = (26,1, — 1) (esl 1) 


= 48.8818 —2(8,1,--ввїа) +1, 


DE (g) = 00824-2 sin t созі. (ваа Egla) 
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十 sin2t (dsloeats — 28.1, — 9515) + sin 
—-1--sin 2f- (s,la — Bal.) 
— (00824 — 1) (22ala8gls — 851, 21а). 
由 此 易 得 
TAE (g)0,—0,-- sin 2t* (996, — Saba) 
+ (c082t — 1) (baba --B5,85) . 
从 而 多- 丛 :(9) 洪 足 上 述 性 质 (ii)， 接 着 上 看 的 讨论 还 可 以 推 得 
(ii) 4 ia 时, PE (9)0,—0, 并且 
S35) 8 AH ЛӨ, АӨ) 
= (PE QS A: NB) Л, 
= (PELI (On A A9,)) A QE 09). ` 
Gv) T£ (g) (06, 00) - 0: ^05, B. 
(PE (9) 0.) ^ (PE Cg)0) 
= (B, —sin 2t-05-- (00822—1)0,) 
A (85 + sin 22.0,-- (cos2t — 170.) 

= (0082.0, — sin 2-05) Л (c0821-0,- sin 91-0,) 

=. A05. 
H GH) Gv) 3r BERT HE 4 G). T J 600) — WE), Jom 
€e =. EFAA 


End(A? Qi) 
C. coc P 
End{S (22)G9S (2n) 


的 交换 可 如 于 证 明 , 因为 o, ms. BERERA, Д EI 
Чое) =m), Và, 
RET., ШТ 
m (e) = e, 
me) =e(Q1=e, 
(ег) «e, 
故 欲 证 的 等 式 成 立 ， 现 在 我 们 造 G 使 得 
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Pap, 
4 hemo 于 是 有 下 列 代 数 同 构 ， 
0—1) —algo{e, +t, ёва, Caris s бы} 
-algeles, ^, Cany G, бе, Boat 
agofer, e, M let, y M mde), 
从 而 4c (2) 5j S(2n)698 (2n) E C,,C—1) t, ET ЕК 
是 2”， 显然 它们 都 不 是 平凡 模 ， 由 定理 5.1.8 知 , 它们 必 是 不 可 
约 的 Olifford ж, 从 而 是 等 价 的 ， 故 存 在 向 量 空 间 同 构 在 差 一 常 
数 倍数 下 是 唯一 的 )， 
Ф, Ac (2n)-8 (2n)G)8 (9%) 
使 得 对 于 任意 的 gE End(Ag(28), ьЄЛД(2л), 有 
Dp) =P(p) BY). 
以 ov 二 Bm1(w) 代 入 上 式 , 即 得 
V(p) =p, 
XP =6@,, 

3180 8.1.14. 根据 第 5 章 85.1 中 的 定义 , S (0) = (в), 
于 是 8(2n)@S (22) — 45 (n)G)46 (n), 现在 定义 一 个 向 量 空间 的 
ЮЙ, A6 (0) AC Q0 42 (20), ЖЕ, 

FB ^e MOO Ne NOS) 
Sba At Ле Аб NS Аба, 
试 证 这 个 了 不 是 命题 8.1.18 中 的 D. 


$8.2 G 结构 


按照 通常 的 理解 , 一 个 n 维 流 形 M 的 G nS eds dp, 它 
们 是 : (2 —* M EB G 3EIA P, (一 个 日 在 及 "上 的 左 作用 
5 Gx RR”, 
GAR E ЈА peg 
9, P x,R"— TM. 
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在 上 面 的 理解 中 , MEM 上 并 没有 给 定 称 曼 度量， 为 了 本 书 讨论 
的 需要 , 给 出 如 下 定义 
定义 8.8.1 Ë M Ks HERE 曲 流 形 ， 它 的 一 个 @ 结 构 是 
(P, š, 9), 其 中 
ü) 卫 是 一 个 对 上 的 GG 主 从 ; 
(中 5.GxB" 一 B" 是 一 个 群 人 在 向 量 空间 R" 上 的 左 作 用 
(8) Ф Px,R'OTM 是 一 个 向 量 从 的 同 构 , 并且 满足 下 列 两 
ЖЖ. 
(1) 对 于 任意 的 gE 的 o; o C R, 有 
C(g, эз), 609, v3)» =, о), 
其 中 <, R 中 的 标准 内 积 . 
(0) 设 
0 
0 
&-| 1| @+ ЄК", 
0 


0 
则 对 于 卫 BE АИ o, 向 量 从 卫 x R" 的 裁 面 集 {(o, 5), 
m, (0, 90 рв М БАЕТ, 
tB... Bo} = {pl (0, 5)), ++, PCE, B). 

RERE М 上 的 一 个 G ЖР, C, p) 有 时 简 记 为 卫 . 

38.2.9 设 (G, 0.(71), V; £, n, 0J&—^* G-Oliford 
Jo M Jr w ERES UD, 其 上 具有 一 个 G 结构 (P, L, р), 使 
得 当 等 同 

а= д, 
之 后 , bo 是 的 限制 .又 设 在 G 主 从 卫 上 取 定 一 个 联络 fooj， 则 
可 用 下 列 手 续 构造 一 个 一 阶 微分 算 子 ， 
DT(B)>T(E), 
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ЖФ E= Px V K M БЕВА. АР ӨЄГ(Е), ERP й 
ТФА Шо, 9 可 表 为 
b= (а, f) ET (Px VY 
4 Е.=р((о, 8)), WDO 有 下 列表 达 式 : 
D6- (c, Sie (Е, S ee (205). 

Жр af 理解 为 (es f) о. СВ) G ЮК @ rh Rao, 它 在 
了 上 的 作用 是 由 

£. G—End(V) 
导出 的 ， 在 验证 也 的 定义 与 的 选取 无 关 之 后 , RIKET DE 
一 个 Iapiaee 3-3 4& X. +. 

注 8.2.8 验证 DD 的 定义 与 o 的 选取 元 关 这 一 事实 ， 请 读者 
自己 试 作 ， 定 义 8.2.2 中 的 主 处 联络 {ooo}y 可 以 随意 任 取 ， 可 以 和 
流 形 M 上 的 Levi-Oivita 联络 没有 关系 。 但 是 如 果 想 进一步 讨 
论 算 子 D， 例 如 讨论 也 的 Weitzenbóck AR, 局 部 指标 定理 等 ， 
对 联络 o.) 的 取 法 会 极 大 地 影响 结论 ， 也 许 读者 会 间 ， 是 不 是 
有 一 个 统一 的 方法 选取 “最 好 ”的 {ooj} 呢 ?对 于 旋 量 空间 (PR Dirac 
PO. Side Rham-Hodge $, Pi Signature 寞 、 双 旋 量 空间 等 情 
形 ， 可 以 找到 唯一 的 {wo}, 使 得 它 经 过 9 在 切 丛 了 了 M 上 的 配 联络 
Æ M 的 Levi-Oivita 联络 ， 但 是 在 预 Rieman-Roch fi dj të 
形 ， 上 面 的 选 优 作法 一 般 却 不 行 ， 只 在 М 是 Kühler 流 形 时 才 可 
以 ， 所 以 选取 好 的 {aoz} 一 事 应 个 别处 理 . 

518 8.2.4 定义 8.2.2 中 用 到 的 G-Olifford 模 如 果 取 作 
de Rham-Hodge 寞 和 双 旋 量 空间 ， 便 得 到 两 个 微分 算 子 (Spin. 
(20) ЕАР RUE Loo, Hh 8.2.8 中 所 说 的 取 法 )， 试 证 这 两 个 
微分 算 子 可 以 等 同 起 来 . 


$8.3 ж 结构 
一 个 微分 算 子 
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D:T(8)—>T (E) 
经 过 限制 得 到 
D, IR) T (E), 
这 一 手续 是 至 关 重要 的， 这 是 因为 从 
d--8, A (M) ACO) 
WI 82] de Rham-Hodgo Й, 也 可 得 到 Signature ЖР, 而 这 
两 个 算 子 的 差别 实在 太 大 了 ， 所 以 我 们 要 认真 对 待 关 于 刀 的 限 
制 手续 ， 为 此 我 们 引进 -Offord 模 的 超 结构 . 
定义 8.8.1 BG, C.(72), V; £, n, OE—4 w # G- 
Clifford 模 , 它 的 一 个 超 结构 是 向 量 空间 V 的 一 个 超 结构 6 BB V 
的 直 和 分 解 


y-——YJyuvs 
使 得 下 列 两 条 件 成 立 : 

(1)* O,(—1)—>End (Vo +V) АКЕ Ж 
C,CC1) f Е (УУ) НАНЕЛ УШ 0.2.7 和 定义 
5.2.8, 

Gi) #(@)с (End (Va t V2). 

其 有 超 结构 的 G-Olifford й щ Е G-O'ifford ж, 3Ej S 
(€, 0,0—1), Vor Vs £, n, 0. 

52 8.9.2. 设 定义 8.2.2 中 的 G- Olifford 模 (G, O,(—1), 

Vi&, т, Ож e 其 余 假设 不 变 , 则 造 出 的 微分 算 子 
Dil(E)—I(H), 

可 以 限制 为 D,eDi(E)-r(G-, 

其 中 E,=Px Vo, EL-PxWi 

例 8.3.3 Dirac 模 

在 例 8.1.8 ч КЕША С Dirae 模 ) 中 配 上 以 下 的 超 结 
Tg. 

Voc (8 (2) )о= 8* (2n), Vi (8 (2п)),= 8- (2n), 
所 得 到 的 超 G-Olifford 寞 称 为 Dirac dit, 
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018.3.4 de Rham-Hodge 模 

3E I 8.I.4 中 配 上 以 下 的 超 结构 ; 

Vo- (Д0) = (п), У. = (Aol) h= 4t Q2, 
所 得 到 的 超 G- Clifford 模 称 为 de Rham-Hodge i£, 

18.3.5 Signature 模 

在 例 8.1.5 中 配 以 命题 5.3.4 中 提 到 的 超 结构 (验证 它 也 是 
G-Otifford 代数 的 超 结构 )， 所 得 到 的 超 G-Olifford 模 称 为 
Signature Ж, 

例 8.3.6 Riemann-Roch 模 

在 例 8.1.7 中 配 以 以 下 的 超 结构 ， 

Vo= (A6548 (в), У СД) =A), 

所 得 到 的 超 G-Clifford 模 称 为 Riemann-Roch #8. 
48.9.7 扭 化 超 G- Онога 模 
在 例 S. 1.9 PERG, О„(—1), V, £, o, OREA, 
=Й +, 
则 在 扭 化 Q- 0iiEord 模 中 定义 如 下 超 结构 ; 
VOW)=V OW, (УР), = Р.Ә, 
从 而 得 到 扭 化 超 G-Olifford Bi, 

引 理 8.3.8 设 寻 是 好 维 定向 黎 曼 流 形 ， 其 上 有 有 Spin(27) 
结构 (P, Gy, 9), XXE (Spin(9D, C4( 1), 8* (22) + 8-(9в), €, 
n, О Dirac #(ф18.3.8). SR E СН. (o) E P 
上 的 联络 ， 使 得 它 经 过 g 在 切 从 TM 上 的 本 联络 是 Lovi-Civita 
联络 则 由 定义 8.23.2 和 下 理 8.3.2 得 到 的 算 子 

D, I(EjT(E.) 
是 定义 7.2.1 中 的 Dirae 算 子 . 

引 理 8.3.9 设 开 是 ” 维 黎 曼 流 形 ， 自 然 地 有 一 个 OG) 结 
ЖООМ), Co, 9) 9,2188 1.4.12), 2 OCN) 上 的 联络 如 习题 
1.4.18 B, LECO), О„(—1), Дреа) + A2 (08), ё, 20 
是 de Rham-Hodge #ї(ф Ж £ ОХА RRE) Ж 
TRE 8.2.2 $05 [98 8.3.2 得 到 的 算 子 
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D, T(E => T(E_ 
是 定义 1.6.9 中 的 de Rham-Hodge 算 子 的 复 化 . 

55] B.8.10 М JE 20 HEISE SEU, 4 S0(M) 是 它 
的 SO (20) 2838, 在 SOCM) ЕЛДЕ 1.4.18 所 说 的 联络 ， 又 设 
(80(20, O4( — D, A (20) A- (20. €, т, Of Signature Bt 
(08.3.5), 其 中 4, (2D, 如 用 命题 5.3.4 的 语言 , 表 为 

A4, (21) = («€ AA) | v ta}, 
则 由 定义 8.2.2 和 引 理 8.3.2 得 到 的 算 子 
Di P(E )>r(E_) 
ЖЕЙ. 1.6.11 rij Signature 算 子 . 

EXB UM En Kšhler % E. M LH BAN 
UG25838(P, Co, P), P 上 有 联络 {wo} EREE PM 上 的 配 联络 
Ж Levi-Civita K, N (U (n), Os,( 一 1), AE (n) +4 (п); 
£, т, D Riemann-Roch fi (fj 8.3.6), 则 由 定义 8.2.2 和 强 
理 8.3.2 得 到 的 算 子 

D4I(G,OrG.) 
称 为 Riemann-Roch X. T, 

3EB.8.12. XF Riemann-Roch 8-75 4 Бу kj ya 36 89 36. 
系 , 它 的 自 伴随 性 ， Weitzenbick 公式 以 及 在 殖 复 Hermite 流 形 
上 的 推广 等 需要 相当 的 篇 幅 才 能 说 清楚 ， 所 以 在 本 书 中 就 不 介绍 
T. 

SEX 8.8.18. i M J& 20 PE ITA S DET, 其 上 有 Spin (2D) 
结构 (P, Lo, p). 在 呈 上 有 自然 联络 {oo} 使 得 它 在 TM 上 的 配 联 
络 是 Levi-Qivita 联络 ， 又 设 Po 是 站 上 的 一 个 Go А, Ж 
联络 {w3,}. TE M 上 有 Bpin(21) xG, EA 

POP. (p, p) € P x Po|n(p) =wo(po) € М}, 
Ж в, POM £m PAM EARR. POP. 上 有 主 从 联 
络 {wo 十 8.}。 最 后 设 (Spin(2?), Ош(—1), 8*(90) -8- (21), €, 
n, 0 Dirac Bt, 全 是 Go 模 ， 从 而 按 例 8.3.7 有 扭 化 超 G- 
Olifford fi 
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(Spin (2D x Gs, Ou ~1), S*(9D GW 
-8-0DGW,£, Я, D. 
BLER Cod C B) B j, 则 由 定义 8.2.2 和 引 理 8.3.2 得 到 的 算 “ 
子 . 
D,I(-I(E.) 
ЖОН da Ж Dirac 算 子 . 

注 8.3.14 RM, 我 们 可 以 定义 担 化 de Rham-Hodge X. 
子 、 担 化 Signature J -FFRI Riemann-Roch 算 子 等 . 

定义 8.3. 巧 ”在 旋 量 空间 ( 例 8.1.3) 的 构成 中 以 Os,( 一 人 
RE 5021), 便 有 超 G-Oltfford 模 : 

(Spin (2л), Oan( 2), Of (71) -Oz ( —1):£, т, D, 
仿照 引 理 8.3.8 中 的 作法 得 到 算 子 “ 

D, I(E))SI(E.) 
称 为 增 广 Dirae 算 子 . 
定义 8.3.16 设 给 定 一 个 超 G-Oiifford 模 
(9, 0,4—1), V +Y €, m, ü) 
和 一 个 具有 他 HHP, DIR Sa BOE. BiP ЕЛП, 
则 按 定 义 8.2.2 和 引 理 8.3.2 得 到 
D, F(E))I(E.), 
这 个 算 子 D, 称 为 Atiyah-Singer 算 子 . 

Atiyah-Singer YF HHE Dirae 算 子 的 关系 在 局 部 上 表现 
为 超 G-Olifford 模 与 扭 化 Divae 模 之 间 的 关系 ， 下 面 的 讨论 将 有 
助 子 看 清 它们 之 间 的 关系 ， 我 们 在 命题 8.1.18 中 曾 断 言 下 列 两 
个 G-Olifford $i, 

£' (2n. Br fil Signature 模 ) 
mSpin(21), O4,(—1), A5(90) £o, то, t) 
和 
双 旋 量 空 间 
= (Spin (2n), Om(—1), 8 (2n)698 (2n), &, тһ, Co) 
是 同 构 的 、 如 在 上 述 两 个 G-Oltilord 模 中 分 别 给 以 超 结 构 ， 
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Ailn) = A, (2n) + A- (Ən), 
S (25) G98 (2n) —-8* (24) WS (2) --S- (38) DS (2), 
则 得 到 两 个 超 G-Olifford Жї, 
命题 8.8.17 上 述 两 个 超 G- Oliford 模 
(Spin(2n), Ox(—1), 4„(9в) + A- (22); €o, то, bo) 


(Spin(22), O4,(—1), S* (22) S (2n) 

+E- (MDE (2%); &, т, о) 

在 m 为 偶数 时 是 同 构 的 ， 
证 明 命题 8.1,18 构造 了 一 个 向 量 空间 同 构 
Ф, Ac (20) 8 (2:098 (20), 

并 证 明 它 是 G-Oltford HAH, MEREEN о RA 
H, O RREAK, 即 

$(A4, (22)) C 8* NDE (2л), 

BA (2n)) C 8- (22)698 (2n), 
dd UE AS EE BB RER Sr 

го, t (2n) At (20), 
使 得 Sola mi, Solano —1, 
把 第 二 个 超 结构 看 成 映射 
En S (MOSS (2n) 98 (2n), 
使 得 £i | eae =L, © gtonescan— ~ 1, 
Ф ЕЗЕШ КОЛИ FFARR 
Фв=&Ф, Ac (2n) 8 (22) GS (2n), 
我 们 分 两 步 来 证 明 上 述 等 式 、 首 先 要 证 于 
(Beo), = (eB),, End (d6(@n))—End(8(2n)@8(2a)), 
因为 此 处 的 so 3359138 1.6.10 中 的 r+， 由 那里 的 (iv) 可 知 ， 
618 86d , erso 一 一 8061, 故 (eo)wet — её, TER 
(Pe) ef =P (e0) еф) = (еф) = — de, 
(Фоо) ег =P (ег) = —e, 
(Pet = (C У 14) - — iR, 
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(6:9) ег = (е1), (60 = — e. 
JELA Deo), = (е:0)., 从 而 在 在 常数 % 使 得 


Oe, АФ, 
注意 到 M= (Ae) = (DeD) — Peppe, 
放 A=1m -1, 


现在 我 们 证 明 入 ~=1, 对 于 a€ Ела(40(2а)), 
$ad^c End(S (20068 (22)), 
在 超 结构 eo es 下 的 超 迹 分 别 记 为 tro Mtr, FÆ H Deo =As D 
ЖА- +141 ñ 
^ ^ N 
trola) Atri (Dap) — Ar; (V (a)), 
取 amer emei ed, 由 命题 5.3.4 知 
^ — 
tro(@) = (—4/—1)", 
由 于 
(а) =(— VC 1)es eatr m (7 1)" 6e 6p Bon 
Erg 5.58.11 
^ N 
tr (P (a) ) =(— 3) tr (eraon) (ё) 


-cv (2) 2 


=G T1)", 
这 样 便 得 到 GG) = CH DG), 
KTN n Ж ДЖОН, 
Peo ==гФ, 
命题 得 证 ， 


最 后 请 读 考 考虑 在 习题 1.62 中 的 算 子 所 包容 的 起 
G-OiWford fü, dig ir 函数 的 性 质 ,考察 它 是 否 招 化 Dirac Bit 
习题 8.3.18 试 直接 证 明 


Ps) 
Y 


$i (71) 


然后 化 简 命 题 8.3.19 的 证 明 ， 


з, A? (2n). A on), 
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88.4 扭 化 算 子 的 局 部 指标 定理 


мд ЕВИ, KER Spin (2) š H (P, L, 
Ф). Xi Po 是 M 上 上 的 一 个 G 主 从 ， 带 有 联络 {wo5,}， 此 外 有 一 
个 8 W, ИЕЫ. # W 中 我 们 还 假定 有 
一 个 区 米内 积 < , >л, 使 得 对 于 任意 的 goE бө wi w CY, 

guis, день — Qui, aon. ` 

XE HLUS SCR VISUS TE, 对 于 任意 的 wi, WCW, Qus, wo> 是 一 个 
复数 , AERE: 

(1) Qui, ug = Qus, wi? 

(її) Амон, wapa =M, Wnt Qs, wa, VACO; 
Ao MU, WEW; 

(Ш) ал, wa>, 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ww 一 0。 

现在 令 

Es=(PxPo) X omena (8* (80 GW). 
于 是 按照 定义 8.3.18 ИШ Dira 算 子 : 
D, I(E,)OT(E-), 


Ф 8. -Рхањааб (21), 
F=Pox a W. 
自然 有 E.=8.@P, 


TED) IDF) =L (SAOP), 
复 向 量 丛 S, 上 的 联络 如 引 理 7.2.2 所 示 . 具体 地 说 , 如 果 口 是 卫 
的 一 个 局 部 裁 面 , 则 从 S. ТИЕ АНК ET DUROS (o, 了， 其 中 
开口 >8*(21) 是 一 陕 射 ,可是 0 EUR тат X CT (TM), 
有 


vas, f) (o, IF-F F oD eef). 


EPEA Р |, 我 们 把 配 联络 记 为 Y， 若 co UPS g Po 的 
一 个 局 部 截面 ,及 07-207 是 一 映射 , 则 


88.4 BIER TERES мз 
Ух(оо, h) =(00, ХА, (Х)Һ), 
ERIH oj UC) -h 90 {БОР лї Ж on, (X) 自然 作用 在 

GE ЖА. НЕА Е, 上 的 联络 若 记 为 ©, 则 有 
Vallo, f) (0o, №) = (Уло, f)) Goo, Л) 
+o, бузба, №). 
128.41 设 0 是 卫 的 一 个 局 部 截面 ， 用 第 7 章 $7.2 中 
ЛШ, рс, e, Eu RM 上 的 局 部 么 正 标 架 场 ， 则 按照 
定义 8.1.18 作出 的 捏 化 Dirae 算 子 可 以 表 为 : 


D. Ў, е), 
REER AT = (o, (о, h) € TE, 
D,0-Sl(s, «7-4 он(ЖОввеьу)®(оъ, K) 


+o, m) Cos, Её + (КОВ), 
证 明 АНЕ НЧЕ Dirae 算 子 的 过 程 ， 便 得 到 引 理 的 证 
明 . 
ДОС) ФЕ ЖРА, 使 得 
{б^ |10 em chum 80,1, e Dy 
ЖЕЛАЕ, AMES D 中 便 有 艾 米 内 积 < ，>a， 我 们 已 假定 
EW АЖИ >н, TIR RS 13€ 8 1.6 中 的 方法 , 在 
T(S.QF)TROUORWB, XT 
u= (о, {3 (оо, h) C T (B,G9F), 4-1, 2, 


令 Qs ac |, СА, Fas Ds һил, 


ATA ue 我 们 定义 D. 的 伴随 算 子 DY, 使 得 
Duns, ин = Qu, Diu», Yia, us C TCR), 
引 理 8.4.2 假设 同 引 理 8.4.1, 
DtI(-GF).I(G.GP) 
与 D4I(GGF)OT (S. ӘР) 
有 相同 的 表达 式 ， 即 对 于 C D(S- ӘР), 
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m 
Dtua =>, е)Ўы, 
换 句 话说 , 当 仿 照 定义 D+ 而 得 到 
DT(B) TE) 
时 ， Dt-D.. 
证 明 采用 前 面 的 记号 , 并 记 
v=(0, f); ш (оо, h), mo wn, 
于 是 有 
(Dw, usn = <D, (оин), vus 
(быт) и, Bw 
+e Ven, а @шәән 
XU, он < (Уне), 9228 


— ei, V вн), ou 
TX. ун Еа, win 


— or, Viana) 
~=div (Bow, теўи? Qni, AE.) 


On, Xie sata, 


上 式 中 的 6 实际 上 代表 (0, er)， 在 交 米 内 积 下 计算 时 ， 用 到 前 
E, 是 实 向量 ，Levi-Qivita 联络 Y 与 再 上 的 联络 V. 保持 父 米 内 
积 ， 从 而 证 得 引 理 8.4.2. 
令 D=D.@D-, (8,08 )QF) T (8,0829 F), 
得 如 下 引 理 ， 

引 理 8.4.3(Weitzenbiek 公式 ) 有 下 式 成 立 , 


D=- уо, ао) СЕ, B)+ R, 


其 中 后 是 从 联络 多 造 出 的 Laplace-Beltrami 算 子 ， R B: M By 
标量 曲率 , R(E, E) SH V 的 曲率 算 子 ， 
证 明 “与 定理 7.2.6 的 证 明 类 似 . 
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D-24o, eo V бо, ej Vg, 
= =>, вер) Ў ву у вр) 
=e, ee) Dan, В) 


Al Xo, 66) Е, B). 
由 于 TOS, B) - ROI, Bj) RUN, Ej) 
OR TE eR, Е) =FR 
ъй D--AÀCLBAC) EG, eR, E). 
从 而 引 理 得 证 . 
现在 我 们 考察 超 向 量 空间 
S*CDGW SB 
liu. Ж 
ab € End(S* (20 4- S-(20)69End (W) 
-End(S*GDGQW, S- (2069W), 
则 易 知 *r(aG90) — tr(a) trib), 
Hob e 6.3.1, WA S* DW --S-CDGUW. ЕДШ. WE 
RARE AMEX Т.2.в чая 
&— Pa) т z Pas ) 17257 Pasa QI) Dba) (65, Ob), 
4 бат КАИ Pani) 95, 
从 而 有 类 似 于 命题 .2.10 的 如 下 引 再 ， 
引 理 B.4.4 jD, Г(8®@Р)—>Г(8%®УЕ) 是 扭 化 Dirae 算 
+, 则 在 取 定 o 与 co 之 后 , 有 


IT Q "E 
D= > yi ++ „21 Russ Dun аа 
1 : 
tas Ваа E ) usa (5 ente 


+$ Beee, EDU G2), 
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上 式 中 右 端 项 是 几何 量 在 到 定 a 与 oo 之 后 的 表现 ， 其 中 EQ, 
Eo) 是 线性 变换 
ВСЕ, Е). Pe>Fs. 
EE оо ТАЕ ААЯТ 
(оо, ВСЕ, E); F| Fie 
借用 从 的 局 凡 化 


Plo—> Ux Fa (0000) X a)) (y, CoE) X сш) 
ZUBQHDRRIX OR UA, By):， 最 后 须 说 明 引 理 中 的 o 不 是 随意 的 ， 
它 必须 如 辐 命题 7.2.10 中 的 一 祥 . 

本 引 理 的 证 明 与 命题 7.2.,10 相同 , 故 在 此 人 省略. 
9138 8.4.4, 我 们 可 以 将 D* 写成 


e 1 
D=- > 2 6E Ууу Biro (Š) Rua a (£ )ea ea ata, 


++ Eee RR, Bhet, 
仿照 命题 6.2.7 的 论证 ， 可 知 上 式 右 端的 余 项 对 局 部 指标 没有 作 
用 .继续 论证 下 去 便 能 得 到 扭 化 Dira 算 子 的 局 部 指标 定理 ， 对 
Ж, 在 这 里 就 不 再 细 述 了 , 而 将 用 陈 根 算法 来 求 出 扭 化 Diras 算 子 
的 结论 . 如 果 我 们 比较 引 理 8.4.4 和 命题 6.2.5, мўш е 与 Bi 等 
RZE, 就 发 现 两 处 的 公式 只 有 一 个 差别 , 表现 在 i Zee RU, 
EQ,5 d AeQO BUS EC FA. 因此 我 们 要 考 Eii 
用 陈 根 取 民 i 
3 X998 05, Ep. 
关子 复 向 量 从 中 示 性 式 的 陈 根 表示 法 , 以 前 我 们 没有 仔细 介绍 过 ， 
故 在 此 须 作 适当 详 述 . W F JE M 上 一 个 复 N 维 向 量 从 ， 其 上 有 
ЖЖ, >н, NEV 是 吾 上 的 一 个 联络 ( 见 定义 工 .4. 汶 , 如 
果 它 满足 下 列 条 件 ; 
XQWi, Wis УЕ, Уа СИ, УИ а, 
ҮХЄТ(ТМ), W..W.€ T (P), 
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则 称 v EX Am. OOV, =, Wa} 下 的 局 部 标 架 场 ， 由 由 
жа, ) 的 下 列 等 式 : 
ERGO, +, Wa) = (Ws, s, Wa)" 
次 定 一 个 取 值 在 ШО, СНА О щу а Ж 
#, (Wa, …, Wa) RTE, 即 
o, ун = у 
时 , O ЖИДЕ UCN) rha, ОМ) RE U (N) Bo RO, Ш 
MOT) -LACaIQI, 0) 2*- — AJ. 
按照 通常 方式 , RELIER Xa, А, 使 得 


aet( I+ м1 9) - Q9 4-29), 
换 句 话说 ， 


= м 0 
dot( TL о) -| e ^. ) 
w 0 Ay, 


这 就 引导 我 们 用 下 式 


JT y. 位 °) 
O0 A. 

EN ELBRI Аа, osa 代替 贡 率 的 规则 ( 它 相当 于 引 理 3.3.3 中 
的 等 式 (*))， 于 是 

т вө (ЖШ, Ey Eee Feah 30, E90), 
其 中 记号 Onn 的 定义 参见 引 理 3.8.2， 它 是 一 个 本 BEBE, 在 这 
里 经 ce 自然 理解 为 F, 中 的 一 个 线性 变换 .把 引 理 3.4.4 中 的 等 
式 删 除 右 端 第 二 项 之 后 , ЕНГИЗУ 


mop 


i u EJ 
D--MAW uy YAU) t Завь 


其 中 а, -5 Mus Ba, Es)esto, 


mT a Bos Ha) sat 


tot АЕ TAM р НВ. BART -+D 的 基本 
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ft GO, y, E) BIR А, 


GG, v, £) _ 
i is, М—14 


x Gl) FAN Estee). 
EP 
(2) З р+а<і в, 
зача (быт) (1m Ds) ] 0. 
(i) З р+а-1 B. ma, e, ma 不 全 相等 时 ， 
DI [Eo Pr) Gun] =0, 
GD 3 p- qo Hm emm om Bl, 


W [war PRIORE o) 


一 [em Cam) ут JR] 


XQ, =, 


TÉ ^ 
loc ind(D,) =lim trG(, £, 2) 


1 la, 
esr Er 


"MM 


хара fuh) Bs, ey Da) 


2 
M-i 


-a 
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58.4 ERA FRIRE 
— ioy 
харбу lou) Gs m Eo (ri ) 
> 1 Vir 1, 一 
EU ] xo TI) } 
1 t 
xus Вата) 
ГА - 
> I 2 dd E 
An 2.) |® ‚ Еа). 
类 伺 地 有 : 


Joo.ind((4-+-8)1) = lim tè GG, E, £) 


-fi xU А eme] 


expla I } 
—A4V -1 y 
4a 


x Gi, Bao):( 
: 


- (ii AP An) КЕ» a. 
定理 8.4.5( 扭 化 算 学 的 局 部 指 标定 理 ) 设 
D, (S, F)-I(8-G7), 
(EDT A MOT CP) 4- D GTC) 


是 扭 化 Dirae 算 子 , fit Signaturo CT, W 


VWs 
: 0783 M 


Joc, ind(D,) = 


ы ) Rey, cs Ва), 


sci danh u,/ Ni 


loc, ind((d--8)]) = [( 


I1 


£2] 


[61 


гш 


nz 


E] 
га 


nsj 


[16] 
n 
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